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9 Exponenti€ele en logaritmische functies

Voorkennis Exponenten

Bladziid?? translatie (0, 3) ( x
Q- -(1) " )=(11)-3

g)=(3y""+2

qyx tramslatie (1, 2)
=] — »
v ( 5)

B,=(-3,7)enB,=(2,7)
¢ De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x =2,71.
fix)=0geeftx>=271
d g0)=(3)"+2=3+2=3;
Voorx>0is2 <g(x) < 3g
e Intersect geeft x = 4,07.
f(x) < glx) geeft x < 4,07
f B,={(-3,-), dus f(x) = p heeft geen oplossingen voor p <-3,
g AB=g(2)—f(2)=2,6—-0,75=3,35
h Voeriny;=3.
Intersect met y, en y, geeft x = 5,128...
Intersect met y, en y, geeftx=-1,150...
CD=5,128... —-1,150... = 6,28

Q.-+
+ translatie (1, 3)
fe)=47143
De horizontale asymptoot is de lijn y = 3.
b v=(L)
verm. x-as, &
y=6-(3)
+ translatie (0, 'jl]
gx)=6:(3) -1
De horizontale asymptoot is de lijn y =-1.

c y=6*
*L verm. x-as, -
v 16
¢ translatie (-3, -2)
y:%,()xﬁi =7
+ verm. y-as, —1
p=1.63+3-2

Dus g(x) = ; 63 x—12.
De horizontale asymptoot is de lijn y = -2.
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©a2+327 =98 f 201 -2 1=06

3.2 1=06 2521 —2x.271 =0g
A2x-1=173) 2.2.1'_%_21':96
2x-1=723 15-25=96

2p= =15 27 =64

2x=6 2% =26

x=3 - x=6

b 34r I_L_’ 3 g 4.r3—22T28x1—| o
34123733} (22" 7= (23"
34_\- I=3 ?_— 2?.1-2|4=23x: 3
4x—1=-2 2% +4=3x2-3
dx=-13 =]

:—% 12:

c 4:.283=8§ . =\Tvx=-\7
22.2v73 = (29) h 25-5'=5-0,2
21 =73 52,871 =35 (%)
T gt
x:—l 5”1=5|'5""

d 19419(L)‘ 5,t+1_51—r
g—l.(}.‘)r;_g?.(:;])‘ ¥FFi=1l—=x
3.0 g2 g0 2x=0
g o O S x=0
é‘—l_z— I 32:2% =—'8"' ;
31=3‘ X 95. 2r1_22( )
- 2L+4 2— 231
X:l 21+4 21(

e 2.\+I +2x-| =80

2%.21 425271 =80 i L
2.2+ Ll.2x =80 -2x=-6
21.21=380 8
25=32
2r =25
x=35

Bladzijde 10

o a gildg 1 3

ook = 1,377 6,27

Het groeipercentage per week is 527%.
b g, =13

guur— 1,33 ~ 1,011

Het groeipercentage per uuris 1,1%.

6 a gdag — 0*95

Gueek = 0,957 = 0,698

De afname is 30,2% per week.
b g = 1,0475

£10jaar = 1,0475'0= 1,591

De toename per 10 jaar is 59,1%.
€ Luoet=2,4

Qoo = 247 = 1,133

De toename per dag is 13.3%.

O N=b-g metg, ., = 00 _ 1.3, dius Qo = 1,27 = 1,0626...

500
N=5b-1,062.." .
t=2enN= 5{}0} b-1,062...7 =500
b=~ 443
1,062...2

Dus N=443-1.063",
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o N gJ met g?day.n 1500 = % dus gdal.,

b-0,943..5 = 1500
1500

= 0,943..5 254

Dus N =2384-0,944",

N=5-0943...
t=8enN= 1500

9.1 Logaritmen

Bladzijde 11
©a2-3

b 2%=4
© 2 Slog(125) =log(5%) =3

b '"log(0,1) = ""log(10° ')— 1
¢ Zlog(4) =Zlog(2?) =

Bladzijde 12

C

=1

25:: \,l',i
32=9

d “log(49) = "log(7%) =

“log/( ’2}—210g(2)
log(0,5) = 2log(2") =

] I-Jl

1

© a Zog(64\2) = Zog(2°-2:) = 2og(2%) =6}

*log(§y3) = 3log(372-3:) = *log(3
3log(3215) = 21,5
5log(125 =3log(5%)=-3

og(35) = flog((3)) =3
flog(}) = *log((})*) =2
2log (35 32) = 2og(2*
Slog(1) ="log(5%) =0

=Tl

- o0 = o

O a ogn) =3
x=23
xX=28

© 2 Clogx+2)=2
x+2=32
x+t2=9
xX= ?
b l+ log(x)
log(xJ
x=(3)

xX=

oo l—

O a 4 logx)=2
*log(x) =3
x=3i
= \."13'

b Slog(d4x—1)=-2
4x—1=37
dr—1=5
dx=13

i,
+=I8

6 Hoofdstuk 9

‘)

3log(81-327) =3log(34- Y3%) = *log(3*-

_]%

23) =2log(24) =-42

3%) = log(3%) =42

b 3log(x)=-2
x=372
x=5

¢ ‘log2x+1)=4

2x+1=34
2x+ 1 =8l

2x =280
x=40

5+ 4og(x)=3
*log(x)=-2
x=472

-1
=16

3+ 2log(x)=-1
log(x) = -4
=g

1

=16
SlogBx+2)=1
Ix+2=>51
3x+2=5
3x=3

x=1

e
s
|
|..-

=
-

Lad
I
<
]

410g(0,25) = *log(4™) = -1
log(4) ="og(4") =1

i ‘Ylog(1)="log4")=0

‘log(x*—4)=35
x2—4=25
x2—-4=32

x> =36

x=6vx=-6

log(0,4x — 5) =2

04y —-5=32

0,4x—5=9

04x=14

x=35

442 2log(x) =7
2+ *log(x) =

"Iog(x) - }1

x =20

x=21-2

x=22

© Noordhoff Uitgevers by



Bladzijde 13

Q- x 3 |=a(=t|0|i|2|3
y=2¢ L4+ |31|2|4|8

x slalslT|2|%]|8

y=Zogx)| 3|2|-1|106|1]|2]3

pd ¥ ="logix)

-1
#
b
3
#
it
-2
s
’
s
2
e

¢ De grafiek van A(x) = Zlog(x) ontstaat uit de grafiek van f{x) = 27 bij spiegelen in de lijn y = x.

Bladzijde 14

O |ufs]r]a]o
fl-2{-1]o]1]2
b y
; S
1 i y=13
|
o (R 3 4 N3 ¢ ¢ ) "
=
-2

¢ f(x)= 11 geeft *log(x) = 11
x=31
x=3.3
f(x)< 1] geefto <x<3\3
d f(y3)="log(y3) =}
F(27) = 3log(27) =3
Voor /3 <x <27 s <f(x) <3.
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b vy

I\
1
1
1

2 |
1
1 \f
1
1

1 I
|
1
1
1

(o] :2 4 5 6 7
I
1

= | 1
1
1
:

-3 T
1
1 T —
1
I

-3 : 73
1
1
1

=2

¢ f(24) ="log(2t - 2) = *log({) = 3
Voor x = 24 is f(x) < 3.

d f(x)=-3geeft :log(x —2)=-3
x=2=(3)7
x=2=02""
x—2=2
x—2=28
x=10

Jx)=-3geeft2<x=<10

@ a 2=Iog(3} =23=9

3 Tog(9) — 32 =9
21105[%} — 2'] — %
b log(100) =2 en log(1000) =3

Bij deze toets hoort het grondtal 10 omdat '“log(100) = 2 en '"log(1000) = 3.

Bladzijde 15
3log(5) = 1,46
7log(18) =-1,49
210g(20) — 2log(6) ~ 1,74
ilog(10) + log(}) =-2,57
3-2log(7) = 8,42
5
Nog(12) ~ it

coe T

—_

Bladzijde 16

@ a £(2)="log(2) = 1, dus bestaat.

2(2) = *log(0) bestaat niet.
h(2) =log(7) = 2.81, dus bestaat.
k(2) = *log(~1) bestaat niet.

b Omdat het domein van f(x) = *log(x) het interval (0,—) is, kun je alleen logaritmen nemen van

positieve getallen.
Dus g(2) = 2log(0) en &(2) = *log(-1) bestaan niet.

Hoofdstuk 9
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Bladzijde 17
@® a 5r—8>0geeft 5x> 8, dusx > 1en D, = (13,-3).
De verticale asymptoot is de lijn x = 13.
Voer in y, = -3 + Zlog(5x — 8).

s 23468 |1
ol 2 [o02]os|1s| 2 |27
y T
. |
:x=1% /
1 i /’/
1
| il
o : 2 /3/ 4 5 6 7 £ 9 10 11
1
P :
I
2 :
1
|
1

b f(x)=0 geeft -3 + Zlog(5x— 8)=0
Ylog(5x —8)=3
S5yr—8=8
Sx=16
x=733
f(x)<0geeft 12 <x <3}
c f(8)=2
Voor x <8 is f{x) < 2.

@ a y="logk)
* translatie(-2,-1)
f()=-1+log(x+2)
v ="log(x)
¢ translatie (4, 0)
g(x) = log(x — 4)

b x+2>0geeft x>-2, dus de verticale asymptoot is de lijn x = -2 en D, = {-2,—).

x—4 >0 geeft x >4, dus de verticale asymptoot is de lijn x =4 en D, ={4,-).

X =-2 ¥ x=4
]

\

¢ Voerin y, =-1+ *log(x+2) en y, = 2log(x — 4).
Intersect geeft x = 5,83 en y = 0,87, dus het snijpunt is (5,83; 0,87).
d f(x)=g(x) geeft 4 <x<5283

& Noordhoff Uitgevers by
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@ a f(x)=5 geeft Tlog(x +3) =5

b —x+5>0 geeft -x> -5 ofwel x < 5, dus de verticale asymptoot is de lijn x =5 en D, = (<,5).

r+3= ()

x+3=5

I=—2§—-‘,

y xTﬁ
iy

g(-4)=2
Voor x = -4 is g(x) < 2.
¢ f(x)=1 geeft slog(x +3) =1
x+3=1
x= —2%

x+3 >0geeftx >-3, dus de verticale asymptoot is de lijn x=-3 en D, = (-3,—).

\

flx)>1geeft-3<x<-2]

d Voerin y, = :log(x +3) =5 en y, = 3log(-x + 5).

Intersect geeft x = -2,72 en x = 4,96.

f(x) < g(x) geeft -2,72 <x < 4,96
e Voeriny;=2,5.

Intersect met y, en y, geeftx =-2,823...

Intersect met y, en y, geeft x =-10,588...

Dus 4B =-2,823... —-10,588...= 7,77.

@ 3% =50 wil zeggen dat x de exponent is van het grondtal 3 die als uitkomst van de macht 50 geeft.

Dus geldt volgens de definitie van logaritme dat x = *log(50).

Bladzijde 18
@a2'=15 ¢ d+3+t1=25
x—1="log(15) 3+ 1=21

x=1+"2log(15)

b 1+27=15
2x=14 d
x=2log(14)

10 Hoofdstuk 9

x+ 1 =3log(21)
x=-1+73log(21)
14— 2:+3=2
2r+3=-12
2r+3=12
x+3="2log(12)
x=-3+2log(12)

e 7+47=12
4==5
2x = *log(5)
x =1-4log(5)
f 3-5%+1=¢0
52.1—--- =90
2x + 1 = 3log(20)
2x =-1 + *log(20)
x=-3+1-5log(20)

@ Noordhoff Uitgevers by



18 I, igzl-gr—l =5?} 74 pe 3101 _ 57
x = “log(10) p-3loe10). 31 = 50
p-10-1=50
p=15

@ y=3""Tgeeft x — 1 ="log(y) en hieruit volgt x = 1 + log(y).

Bladzijde 19
@ a y=2x—4 d }’:l?'Sf“r_B g )=500_ 10|L]x+1‘5
2.r—4=y 10,5 .\'—_=}, 500_ 10(),].\-—1,5=y
I_4=210g(y) 523 =%y ~10%+ L3 = —500 +y
x=4+ 2lc,.zg(y) 2x — 3 = Slog(57) 1001+ 15 = 500 — y
b y=8-3" B 5 1 0.1x + 1,5 =1og(500 — y)
g.31-2=y 2x=3+ “log(51) 0,1x =-1,5 + log(500 — y)
32 =;¢%.» W) x= l%+%-5130g(|'—ny) x=-15+ IO-L{}Zg(fEE{}—y)
x—2=3loglzy e y=5-10%" h y=20+5-1002-06
3 g::. )5.101.-—3:}, }204_5.]00.1‘—0.6:},
= 254“_‘]]08(@)’] 10%-3=1y 5-1002¢-06 =y, 20
£ -};;i - 2x—3=log(Ly) 100206 =1, 4
e _ 1 0.2x — 0,6 = log(Ly — 4)
S5x—1="1log(y) 2r—3+]0g(gy]

= 1+ Haolv _ 1,
i).= 1 ];’_'Z.Lﬂlg‘g(i‘) P ]iE + % Iog_(%y) 0.,21' U:6 + log(,,-y 4]
575 f y=100+ 20251 x=3+5-log(ty—4)
IDO + 2!]._25.\'— | :},
2025¢=1 = 3 — 100
0,25x — 1 =log(y - 100)
025x=1+ zlog(v - 100)
x=4+4-?log(y — 100)

@ a N=50-24"1

50-24-1=N
50-22%-3 =N
50-4%"1=N
g-i=4 N

2t— % = 4]0g(%N)
2t=3+ *log(N)
t=4+1 log(HN)

b K=60+40-103 08
60+40-10¥ " 08=g
40- 1008 = K — 60
10308 = 0,025k - 1,5
2F - 0,8 = log(0,025K - 1,5)
2F=0,8+log(0,025K — 1.5)
F=04+0,5"10g(0,025K - 1,5)
¢ A=500-50-1,758-23
50-1,75%-25=500—4
1,758-23 =10 - 0,024
B—2.5=""log(10 - 0,024)
B=2.5+1"log(10 — 0,024)
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9.2 Rekenregels en vergelijkingen

Bladzijde 21
@ a
X Wl ve
{- 0.8969 ERROR 1
1 0.7781 0.0989
2 D.34B 1 ‘
3 0.803 1.178 0
L) TS TR EDTT -G (PP
De formules van y, en y, komen op hetzelfde neer.
b |B (i el
X ¥l Ve
{- ERROR ERROR 7
1 ERROR -0.698 ‘
£ ERROR -0.397
3 ERROR -0.221 0
{5 LY DFLETE [EPF-CIR GPEFTY)
De formules van y, en y; komen op hetzelfde neer.
e re—m——m——————————————
B EBFEl) @CRd 20
X YL ¥2
{- ERROR ERROR 1
1 o ] ‘
2 0.803 0.0272
3 1.4313 0.1088 0
({RITYDELETE T
De formules van y, en y, komen op hetzelfde neer.
Bladzijde 22
&) a 2log(6) + *log(10) = 2log(6 - 10) = *log(60)
b 3log(30) — *log(6) = *log (}7) = *log(5)
¢ 2-%log(3) + Slog(3) = Slog(3%) + Slog(}) = Slog(9-3) = Slog(4})
d *log(15) — 4->log(3) = *log(13) — *log(3") = *log (i) = *log(;)
e —2-*log(6) +*log(12) = *log(62) + *log(12) = *log (- 12) = *log(})
f log(50) —2-log(5) = log(50) — log(5°) = log(% = log(2)

4+ 2log(3) = 2log(2*) + *log(3) =>log(16 - 3) = ’log(48)

3 — 710g(10) = *log((1)?) — “log(10) = %log(f—{]) = tlog()

2 - log(5) = log(10?) — log(5) = log('2") = log(20)

2log(12) — *log(9) = 2log(12) — 2 = log(12) — *log(2?) = 2log(1}) = log(3)

1 3log(16) + :log(8) = log(16:) — 3 = Ylog(4) — *log(3%) = log ()

10g(500) — “log(125) = log(500) — 3 = 1og(500) — log(10%) = log (%) = log(})

Slog(6) + *log(13) = *log(6-13) = *log(9) =2

Slog(2) — *log(50) = Slog(s;) = Slog(5s) = Slog(52) =-2

2log(27) + 3 - 2log (1) = 2log(27) + 2log((1)’) = 2log(27 - ;1) = 2log(L) = 2log(23) =-3
2 -*log(6) — 2 - *log(3) = *log(6?) — *log(3?) = “log(3£) = *log(4) = 1

g‘-’ log(a) _a

os(D) duc @ el = Fiasl =
e —E=g log(5), dus ¢log(a) — £log(h) = 5log(3).

g flog(a) — *log(h) —
ng-*'log(n] - (gﬂog{a))" =g"= g*’iog(u"J, dus n- glog(a) - g]og(an}_

3+ *log(3) = log(2%) + *log(3) = *log(8 - 3) = *log(24)
Ylog(x + 1) =3 +*log(3)

Zlog(x + 1) =log(24)

x+1=24

x=23

12 Hoofdstuk 9
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Bladzijde 23

D a

’log(x) = 3 -°log(2) — 2 -log(3)
“log(x) = “log(2?) — *log(3?)
Slog(x) = Slog(3)

X=g

vold.

Nog(x) =4 —log(3)

“log(x) = Zlog(2*) — *log(3)
Zlog(x) = *log('¢)
¥=5;

vold.

5-log(x)=5—log(3125)
5-log(x) =5 — log(5%)
5-log(x)=5—5-log(5)
log(x) =1 — log(5)

log(x) = log(10) —log(5)
log(x) = log(2)

=2

vold.

tlog(2x — 1) =2 + Zlog(x + 2)

Hlog(2x — 1) = tlog((3)°) + *log(x +2)

*log(2x — 1) = :log(§ (x +2))

slog(2x — 1) = :log(x +1)
2 —l=gx+]

12%=1¢

x=3

vold.

Slog(x) =2 + 5 - *log(3)
Slog(x) = *log(5%) + *log(3:)

Slog(x) = *log(25) + Slog(y/3)

Slog(x) = %log(25/3)

x=25 \.l'rj

vold.

Hog(x+4)+1=2-3log(x —2)
Slog(x + 4) + 3log(3) = Jlog((x - 2)?)
Jlog(3(x +4)) = log(x* —4x +4)
Ix+12=x—4x+4
2-Tx—8=0

(x+1Dx—8)=0

x=-1v x=8

vold. niet vold.

& Noordhoff Uitgevers by

Ylog(x + 3) =3+ Zlog(x)
Ylog(x + 3) = Ylog(2%) + *log(x)
2log(x + 3) = log(8x)
x+3=28x

-Tx=-3

x=3

vold.

Nog(2x) = 1 +3log(x + 1)
Slog(2x) = *log(3) + *log(x + 1)
Slog(2x) = *log(3x + 3)
2x=3x+3

-x=3

x=-3

vold. niet

Slog(x +2)=1—log(x)
Sog(x + 2) = Ylog(3) — log(x)

log(x +2) = 3|0g(%)

J+2=i

X
x2+2x=3
xX2+2x—3=0
(x—1(x+3)=0
x=1lvx=-3
vold. wvold. niet
2 :3log(x) + 1 ="log(5x — 2)
Slog(x?) +3log(3) = log(5x —2)
Nog(3x?) = log(5x — 2)
3x2=5x-2
3x2-5x+2=0
D=(-5¢-4-3-2=

vold. vold.

2log(2x) — *log(x + 3) = Zlog(x) — 2

2x 2
Nood =)= — 2g0(32
log(x = 3) log(x) — “log(2-)

2x x
2 — 3 X
log(x +3) 10g(4)
s

2x
x+3 4
x*+3x=8x
x»=5=0
xMx—35)=0
x=0 v x=5
vold. niet vold.
Nog(x) =2 —3log(x — 1)
Hog(x) = Jlog(3?) — ‘log(x — 1)

Nlog(x) = 3log(x 9 i )

9
_x:

Rl
x2—x=9
x2—x-9=0
D=(-1*—4-1--9=37
1-437  1+437
X 5 v X 5
$=1-1J37 v a=L+157
vold. niet vold.
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log(5)

log(5) _log(3) _ “log(5)

@ ‘log(5) = =

log(2) log(2) ‘log(2)

log(3)

Bladzijde 25

@ a Slog(3x —5)+ sloglx— 1) =0
Jlog(3x —5) — Ylog(x—1)=0
log(3x — 5) = 3log(x — 1)
x—-5=x—1
2x=4
x=2
vold. .

b Slog(3x)+2-:log(x) =0
Slog(3x) + flog(x?) =0
Slog(3x) — Slog(x*) =0
log(3x) = Slog(x?)
3x=x?
x*=3x=0
x(x—3)=0
x=0 v x=3
vold. niet vold.

© a -2 7log(x) =2 + Zlog(3 — x)

2 - 2log(x) = *log(2?) + Zlog(3 — x)

2log(x?) = *log(4(3 — x))
x2=12 —4x

X H+d4x—12=0
(x—2)x+6)=0
x=2vx=-6

vold. wvold. niet

b %log(2x) = *log(x — 4)
log(2x)
= log(x — 4
D STog(9) og(x —4)
3
|ng(2x) s 310g(x e 4}

*log(2x) =2 - }log(x — 4)
*log(2x) = *log((x — 4)?)
2x=(x—4)?
2x=x2—8x+ 16
¥—10x+16=0
(x—=2)x—8)=0
x=2 v x=8
vold. niet vold.

€ a (log(x))> —2-2log(x) —8=0
Stel *log(x) = u.
w—-2u—8=0
(u+2)u—4)=0
u=-2vu=4

@ a (2)+2:22=8
Stel 2¥ =u.
w+2u=8
w+2u—8=0
(u—2)u+4)=0
u=2vu=-4

14 Hoofdstuk 9

2x - Slog(3x + 5) = slog(3x + 5)

Hog(3x+5)=0v2x=1

3x+5= lv.‘cz%

Ix=-4vx= 15

x=- E% vixi= %

vold. vold.

Zlog(x) = *log(x + 20)

Ylog(x + 20)
“log(4)

gy - B+ 20

2 - ?log(x) = log(x + 20)

Ylog(x?) = *log(x + 20)

xt=x+20

xX—-x-20=0

(x+4)r—35)=0

x=-4 v x=5

vold. niet vold.

“log(x) =

4x+Hlog(2x— 1)+ 3-Ylog(2x— 1) =0
(4x +3)+%og(2x—1)=0
dx+3=0v *og2x—1)=0
4x=-3vix—-1=1

o= 2e=2

x=—3—r v x=1

vold. niet vold.
x2-Slog(2x + 1) + 9 slog(2x + 1) =0
x2+3log(2x +1)—9 %log(2x + 1) =0
(x*—=9)-Slog(2x+1)=0
x2=9=0v3log2x+1)=0
=0y 2x+l1=1

x=3 vx=-3v 2x=0

x=3 v x=-3 v x=0

vold. vold. niet vold.

Nog(x) =-2 v log(x) =4
g=dtalyrai=1g
vold. vold.

25=2y2%=-4
x=1  geen oplossing
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Bladzijde 26

D a

Ylog’(x) =2 +?log(x) + 3

Stel 2log(x) = u.

w=2u+3

w—2u—3=0
(u+1)u—3)=0
u=-lvu=3

Ylog(x)=-1v 2log(x)=3
x=3vx=3

Jvo]d. vold. .

2log?(x+2) +3-2log(x+2)=0
Stel %Iog(x +2)=u.
w+3u=0

u(u +3)=0

u=0vu=-3

slog(x +2) =0 v :log(x +2) =-3
x+2=1vx+2=8
x=-lvx=6

vold.  vold.

328 (1)
) 1
I _2=8-—
3x
Stel 3* = u.

M—ZZS-l
u

w—2u=28
w—2u—-8=0
(u+2)u—4)=0
u=-2vu=4
I=-2v3=4
geen opl. x = “log(4)
2ro6-5- ()
i—6-5.L

B ==
Stel 2¥ = .

I-t=(‘.l—.5'l
u

w=06u—>5
w—6u+5=0
(u—Du—-5)=0
u=lvu=>5
2=1y2*=5
x=0vx=log(5)

3=-1=10

2x — 1 =>log(10)
2x=1+3log(10)
x=1+1-3og(10) = 1,55

& Noordhoff Uitgevers by

¢ 2-}ogi(x) +2 =5 log(x)

Stel *log(x) = u.

24+ 2 =5u
2u—5u+2=0
D=(-52-4-2-2=9
y=>"3_1,,-5%3
4 2 4

Jlog(x) =5 v Jlog(x) =2
#=«B3vix=9
vold.  vold.

d Slog?(x) + 3 -slog(x) + 2
Slog(x) — 3+ Slog(x) + 2
Stel “log(x) = u.
w—=3u+2=0
(u— 1) ue—2)=0
u=lvu=2
Jlog(x) = 1v log(x) =2
x=5vx=25
vold. vold.

¢ =4 430!
(3%)y'=4+3"3
(3% =4+3-3*
Stel 3* = u.
2=4+3u
w=3u—-4=0
(ut+t 1) u—4)=0
u=-lvu=4
F=-1v3I*=4
geen opl.v x = Jlog(4)

d 27=24-2x-1
D= —paxi el
2% =24 — (291
Stel 27 = u.
u=24—ju
%1{2+u—24=0
w+2u—48=0
(u—06)u-+8)=0
u=6vu=-8§
=6 v 23=-8
x = “log(6) geen opl.

b 5-472=16
4x-2 = 3_;
x—2="*0g(3})

x=2+*og(3l)=2,84

=2

=:{)
=0

Exponentiéle en logaritmische functies
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e 9¥=2-3"+6
(3 =2:3+6
(3)Y'=2:3+6

Stel3‘=u
WwW=2u+6

wWw—2u—6=90
D=(22—-4-1--6=28

- _\'ﬁ _‘2+Vﬁ
u= 5 V= 5
u=1 —%J—Svu=]+%\%

geenopl. v x=1log(l+1,28)=1,18

) a 32+ 37=600
32-3*+ 37 =600
9-3"+ 3" =600
103+ = 600

=60
x = log(60)

b 3+5-(1)*=18
3s-()7 (1) =18

345.9.2 18
-

Stel 3 = u.

u+ £= 18
u

ur+45= 18y
w—18u+45=0
(i —3)u—15)=0
u=3vu=15
F=3v3=15
x=1vx="log(15)

9.3 Exponentiéle en logaritmische formules

Bladzijde 28
@ a 21,7-1,026'=434
1,026'=2
t = 102619g(2) = 27,00...

Dus na 27 jaar is het aantal verdubbeld.

b 19,6- 1026’ 392
1,026/ =
t= ]m“log(l) =27,00...

Dus na 27 jaar is het aantal verdubbeld.

Bladzijde 29
@ ag, =113l
I 1317=2
= LB1lpg(2) = 5,630...

d 27 +2%=3

1
2+ —=3
2.\'

Stel 2% = u.
u+1=3
u
2+1=3u
w—=3u+1=0
D= (3)2—4 1-1=5

-5 3+./5
lI: VI =

2
u=1k sz.t=l2 5
=11 - %6\.{2‘* z\f

5x—1+51r-1=4
S5h.5v4+5l.5v=9g
3 5% +1-(5%) =4
57+ (592 =20
StelS‘—u

u-ru 2=20
w+u—20=0
(u—dHu+5=0
u=4vu=-5
=4 vy 5¥=-5
x = Slog(4) geen opl.

3_,(_'_2'(%)1—2
a2 () () -9
c19.9. L _
342:9:2-=9
Stel 3* = w.

Wt —=9

u
W+ 18 =9u
w—9u+18=0
(u—=3Nu—-6)=0
u=3vu==6
3F=3v3I=6
x=1vx="1log(6)

De verdubbelingstijd is 5 jaar en (0,630 12 = 7,567.. =) 8 maanden.

16 Hoofdstuk 9
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gwcek = 019] 5

0,915"=1

T=991log(1) =7,802...

De halveringstijd is 7 weken en (0,802...+ 7 = 5,620... =) 6 dagen.

Giaar = 1,011

1,0117=2

T= 1011pg(2) = 63,359...

De verdubbelingstijd is 63 jaar.

giﬂjaar = 19083

1,0837=2

T= 19%10g(2) = 8,693...

De verdubbelingstijd is 8,693...- 10 jaar = 87 jaar.

8ag = 0.917

09177=1

T=99"log(1) =7,999...

De halveringstijd is 8 dagen.

09177=0,

T= ""og(0,1) = 26,574...

Na 27 dagen is nog 10% van de beginhoeveelheid over.

aae =27 = 1,0717...

Het groeipercentage per dag is 7.2.
825 jaar =|2

Sjaar = 2% = 1,0281...

Het groeipercentage per jaar is 2,8,
828 joar = ]

gjﬂﬂr = (%)Lﬁ * 0,9?55.
De hoeveelheid radioactieve stof neemt met 2,4% per jaar af.

Siap = 0,81
Zoeox = 0,817 =10,2287...
De afname per week is 77,1%.
Eweek — 013|8
8aap = 0,387 =0,8709...
De afname per dag is 12,9%.
De grocifactor per dag is 0,845,
Dus BZV =300+ 0,845,
0,8457=1
T=083og(1) =4,1156...
De halveringstijd is 4 dagen en (0,1156...-24 =2,77... =) 3 uur.
300-0,845'= 10
[ = 10 =L
0,845" = 300~ 0
t= “~34slcg(_ﬁ) =20,1948...
Dus na ruim 20 dagen is het BZV afgenomen tot 10 mg/Liter.
T=10 geeft h=7,6-0,96'"=5,0527...
Bij 10°C is de groeifactor per dag 0,8709... (zie vraag b).
0,8709..79%7= 0,4973... = 0,5, dus de formule klopt voor 7'= 10,
T=20 geeft h=7,6-0,96%=3,3592...
Bij 20°C is de groeifactor per dag 0,81 (zie vraag a).
0,813 =0.4926... = 0,5, dus de formule klopt voor 7= 20.

& Noordhoff Uitgevers by
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Bladzijde 30

D a

ster lichtkracht logaritme van de lichtkracht
Wolf 359 0,00002 -4,7
Ster van Barnard 0.,0004 -34
Lalande 0,0016 -2,8
Epsilon Eridani 0,28 -0,6
Zon 1 0
Sirius A 23 1.4
Spica 830 2.9
Polaris 4900 3.7
Betelgeuze 22900 44
Rigel A 75850 4,9
75850
———=13297.82...
23 '
Dus de lichtkracht van Rigel A is ongeveer 3300 keer zo groot als die van Sirius A.
75850 A8
0.00002 3,7925-10
Dus de lichtkracht van Rigel A is ongeveer 3,8 miljard keer zo groot als die van Wolf 359.
75850
=1, . ! 9
0,00001 7,985-10
Dus de getallenlijn moet dan ongeveer 7,6 miljard mm = 7600 km lang worden.
75850
———=75,85
1000 ’

Dus de getallenlijn moet dan ongeveer 76 mm = 7,6 cm lang worden.
Het bezwaar hiertegen is dat sterren met een lichtkracht van minder dan 1000 allemaal binnen
1 mm geplaatst worden en dus niet meer van elkaar zijn te onderscheiden.

Bladzijde 31
14700 g -
2 5 (] ué‘ < 0 i <
gl 5 2 o » o = = ey
s 5 8 B C ] s ¥ T T
A
00001 0001 001 01 | 10 100 1000 10000
b log(l) =-43 geeft L = 103 = 0,00005
Dus de lichtkracht van Proxima Centauri is ongeveer 0.00005.
log(L) = 3,8 geeft L = 10°* = 6310
Dus de lichtkracht van Bellatrix is ongeveer 6310,
@ planeet omlooptijd logaritme van de
omlooptijd
Mercurius 88 dagen 1,9
Venus 225 dagen 24
Aarde 365 dagen 2,6
Mars 687 dagen 2,8
Jupiter 11,86 jaar 3.6
Saturnus 29,46 jaar 4,0
Uranus 84,08 jaar 4.5
Neptunus 164.8 jaar 4.8
Pluto 248.4 jaar 5,0
10 102 10° 104 10°
NI
Me Ve Aa Ma Ju Sa Ur Ne PI
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Bladzijde 32

@ % letter

y-waarde

T DO W

1,3
7.5
23
55
150
2400

b Wel bij 550, 210,9,5en 2.4.
Niet bij 310, 49, 1,25 en 0.

Bladzijde 33

D=, o | 2] 4] 6| s

y=3 ] 1 | 9 | 81 | 729 |es61
T

4

5 6 7 8910°

4

5 6 78 a1

4

=

0

2 4 6 8 10

De punten liggen op een rechte lijn.

© Noordhoff Uitgevers by

letter

y-waarde

T O

1300
7500
23000
55000
150000
2400000
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x 0 2 4 6 8
y=4-3* 4 36 324 2916 26244
y=34 3 48 768 12288 196 608

¥ =5000-0,6 5000 1800 648 233 84
Zie de grafieken bij b.

d y=4-3" geeft log(y) = log(4 - 3%)

log(v) = log(4) + log(3*)
log(y) = log(4) + x - log(3)
log(v) =log(3) x + log(4)

e log(y) = log(3)-x + log(4) is een lineaire functie van x, dus de grafiek van log(y) als functie van x is een rechte lijn.
Omdat op logaritmisch papier log(v) is uitgezet tegen x, is de grafiek van y =4-3" op

logaritmisch papier een rechte lijn.

Bladzijde 34
@ a Rechte lijn op logaritmisch papier, dus N = b g.

Lijn door (1, 30) en (7, 400), dus gg gygen = %

400\
gdag = (E) = 1,539.

N=5-1,539.. ) i
voort=lisN=30} 5+1:539;.. =30
_ 30
1,539...
b=19

Dus N=19-1,540".
Rechte lijn op logaritmisch papier, dus N=5-g'.

Lijn door (2, 100) en (8, 9), dus g jopen = % =0,09.

uap = 0,095 = 0,6694...

5-0,6694...2 = 100
100

N=5b-0,6094...!
voori=2isN=100

s 6 7 891

4
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b Rechte lijn op logaritmisch papier, dus C=5- g
0.5
Lijn door (1, 10) en (19; 0.5), dus g5 . = ﬁ =0,05.
g, = 0,057 = 0,8466...

— 5 !
C=0"08466." 1, o8466.1=10
voori=1isC =10 10

" 0,8466...
b=1128

Dus C=11,8-0,847".
¢ Bijxliter bloed is de concentratie op 7 = 0 gelijk aanﬁ—:} mg/L.{ 60

> = 11,810...
Op t=0is C=11,810...mg/L. # 60

- 2§
11,810...

X
Dus de patiént heeft ongeveer 5 liter bloed.

Bladzijde 35

@ay=-2

translatie (-3,0)

F)=2++3

b f(X} =x+3—gx. 23 _g.0x
Dus de grafiek van f ontstaat ook uit de grafiek van y = 2* door de vermenigvuldiging met 8 ten
opzichte van de x-as.

@ a y="log)
Verm. x-as, *
Jx) = *log(8x)
b f(x)= *log(8x) = *log(8) + *log(x) = 3 + *log(x)
Dus de grafiek van f ontstaat uit de grafiek van y = *log(x) bij de translatie (0, 3).

Bladzijde 36

@ a y= 2
translatie (5, 0}
y=2"3
Er geldt 255 =252 =5 9%,
Dus de vermenigvuldiging met % ten opzichte van de x-as levert dezelfde beeldfiguur op.

b y=4"
* verm. y-as, 2
y=2-4

Frgeldt2-4"= 44" =41-45 =4+ 1,
Dus de translatie (-, 0) levert dezelfde beeldfiguur op.

¢ y="log(x)
verm. 3-as, 4
¥ = 2log(32x)

Er geldt *log(32x) = ?log(32) + “log(x) = 5 + *log(x) = log(x) + 5.
Dus de translatie (0, 5) levert dezelfde beeldfiguur op.
d y="‘4logx)
translatie (0. )
y= 4log(x) + 1 |
Er geldt “log(x) + 1 = *log(x) + *log(47) = *log(x) + “log(2) = *log(2x).
Dus de vermenigvuldiging met § ten opzichte van de y-as levert dezelfde beeldfiguur op.

@ a /()= "log(x)
¢ translatie (3, 0}

g(x) = *log(x - 3)

b 2(x) = 2log(x - 3)

verm. y-as, L—

h(x) = *log(4x — 3)
Er geldt A(x) = Yog(dx — 3) = Zlog(4(x - 1)) = Yog(4) + Mog(x—1) =2+ Zog(x ).

-3

Dus p=-3¢eng=2.
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9.4 Het grondtal e

Bladzijde 38

@ 2 [0 ominw

b B [EXE]:Showm cocrdinatas
kd
e il o
Edeeeem==T =0, 5031471806 «
c=0,6931
C [g [ExE]:Show coordinates

e TR
—1.0Q8812080 %

Dus ook hier is ’L constant en wel ongeveer 1,0986.

»
(x+ e Ttk _ x
@Da fx)= ]im'f(x i lim il
B—0 h h—0
, Qb1 o 2h—]
b 7(0)= lim -2Y= lim
b0 r—0 h
, . 2h—1 , .
¢ f'(x)=lim <25 = f1(0) .27
=0
Bladzijde 39

@ CQNOGHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP

Ya=gR+1)"ChA ¥

w=e

1
b Voor x =0 bestaat de exponent — niet.

X

c
X M
0,01 2,7048
0,001 2,7169
0,0001 2,7181
0,00001 2,7183

= lim
h—=0

d Voor het getal a = 2,718 geldt f(x) = a* geeft f'(x) = a*.

22 Hoofdstuk 9

2% 2!1 — % .
——=1lim

=0

2,\:.(2ﬁ_ 1)

24— |

h

= lim
h=0

h

23

@ Noordhoff Uitgevers by



Bladzijde 40

@ a 2e2-ct=¢? g 5¢*—3e"=2¢*
b 4/e— Je=3e h e(e?+1)=e't2+er
c 5¢?-3e*=15¢° i e(ef+1)=e¥+¢
d IZEH:3 £ j e+ =(e)+2-e 1+ 1=e=+2e"+1
4 C k (X +3)2=(e¥) +2-¢%-3+9 =8+ 63 +9
e eS.t.e.\’zeb.r 662):_5'\- ]
f er-e2=¢e*+2 l T_éy_l
Bladzijde 41 )
®a (2+3e)=4+2-2-3e"+ (3e) =4+ 12&* + 9e"
b (e5+e*)P=(e")’+2ee"+(e*) =e>+2+e
e*—4 (eF+2)e"—2)
c : - : =gF -+
e -2 g =2
@ a (2x+4)e =0 d e¥—e'=0
2x+4=0 e =g
2x=-4 Ix=x
x=-2 2x=0
b x*¢*=3xe" x=0
x?=3x e e¥—1=0
x=0wvx=3 et =1
c x2 ef =" c4.\'=ct}
=1 4x=0
x=1lvx=-1 x=0
f evrer=¢g°
e2x=eﬁ
2x=6
x=3
@ a e'+e'=2el e eX+er=2
2e*=2¢b (el +e*=2
et =¢gb Stel e = u.
=6 wtu=2
e w+u—2=0
b =e
e’ (u—Du+2)=0
et =¢g! u=lvu=-2
dx =1 ¢'=1lve'=-2
x:} x=0 geenopl
¢ 2xer+e'=0 f e&+1=2e*
e (2x+ 1)=0 (e¥)” + 1 = 2e
2x+1=0 Stel e’ = 1.
2x=-1 w+1=2u
x=-3 w=2u+1=0
d est2—\Je=0 (u—12=0
et2= /e u=1
e_w::e_é edr =
x+2=% 3x=0
x=—l% x=0

e

fix)=xe‘geeft f'(x)=1-e"+x-e"=(x+1)e*
er x+ 1)j-eF—e 1 xet
b e(x)= ft ¢'(x) = =

g(x) T g'(x) ot 1) e+ 1)

c h(x)=e> " Igeefth(x)=e>"3.2=2en"3
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Bladzijde 44
@ a f(x)=e"+2geeft f(x)=¢"
b flx)=2e"+ % =2e" +xgeeftf'(x)=2e" —x?=2e"— L?
R
c fix)=xet+4geeft f'(x)=1-e"+x-e5=(x+1)e"
1-x-¢¢ _(1-xe 1-x
(e")’ (e e
(x—1)-2e*—2¢*-1 2ixe*—2e"—2¢" (2x—4)e*
(e— 172 (=172 -1y
f f(x)=02x—4)e‘geeft f'(x)=2-e"+(2x—4)-e*=(2x — 2)e*

d f0)= geeft ()=

. 2e :
e f(v)= ﬁ geeft /'(x) =

@ a f(x)=e"trgeeft fi(x)=(2x+ )e¥*¥
b g(x)=x*+2e¥geeftg'(x) =2x+2-3e¥=2x + 6e*
e h(x)=xe geeft h'(x)=1-e" +x-2x-e" =(2x2+ 1)e*

2ex-1 x2:e2i—g¥-l _Qax-1.9y B “2xlexl —4yex! 3 -2x(x + 2}e-.r—] B -2{x+2)e"-"“

ft ['(x)=
% goett /1) x x* x? x?

d j(x)=

e k(x)=3xe* lgeefth'(x)=3 e 1+ 3x-2e* 1= (6x+3)e> !

e (el" + 1) 2elr—elv. 2el Dedr g Delv_ el 22
f i(x)= ceft /'(x) = = = ;
W)= gy et (e + 1) @1’ (e t1)
@ act+3=5718 3¢
] © +27 = 0,366

b — =-0,135
o2

) 1
¢ =20,086 & lge e a2

eZ
f ~-26,229
&—3

@ 2 /()= x et geeft f1(x) = -1 - +-x-e' = (-x — I)e*
£'(x) =0 geeft (-x — 1)e* =0

x—1=0
-x=1
x=-1
y
f
1
1ok ¢
1

max. is f(-1)=¢’! ==

b f'(x)=(x—1)e"geeft f"(x)=-1-e"+(-x—1)-e=(-x—2)e*
F'"x)=0geeft (-x—2)e"=0

-x—2=0
-x=2
x=-2
Stel k:y=ax+bmeta=f'(-2)=(2-1)e?2= l,
o
y
f 1
2 o)
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2
a2
f2)=2e2=% | €, "
“l =Z4p==
(o e’
b=
&

Dusk:y=%x+i,.
a2

e?

@ a f(x)=0 geeft (x> —3)e*=0
x>=3=0
23
=3 vr=-43
De nulpunten zijn /3 en - /3.
b f(x)=(xZ—3)e* geeft f'(x) =2x-e"+ (x2 —3)-e*=(x%+ 2x — 3)e"
F'(x) =0 geeft (x* + 2x — 3)e*=0
¥+2x—-3=0
(x—1)x+3)=0
x=1lvx=-3
¥

1

max. is f(-3)=(9-3)e = 5
min. is f{1)=(1 —3)e' =-2¢

¢ f)=(2+2x—3)egeeht f"(x)=(2x+2) &+ +2x—3) e¥=(x+4x— 1)¢*
F(x)=0geeft (x> +4x—1)e*=0

XX+4x-1=0
D=4>-4-1--1=20
-4—/20 -4+ 20
= wEETe =
g 2
-4-25 -4-2./5
= Y=
2 2
x=-2—5vx=-2+5
y
7
2+
2-5 (o]

De x-codrdinaten van de buigpunten zijn -2 — \/Sen 2 + /5.
d Voor x <-3 geldt f'(x) > 0, dus de grafiek van f is stijgend voor x <-3.

Omdat f{x) > 0 voor x <-3 moet er een asymptoot zijn voor x —>-%,

f(-100) = 3,72-10%, dus het ligt voor de hand dat de lijn y = 0 de asymptoot is.6
e De vergelijking f{x) = p heeft precies twee oplossingen voor -2e <p <0 v p= s
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@D a flx)=1e>geeft f'(x)=1-2-e¥=¢*
Stel k:y=ax+bmeta=f'(-1)=e?
y=ex+b
fED)=1e? dusd(-1,7¢e?)

P

e2--1+b=}e?
o2+ h Z%c-z
b=1}e?
Dusk:y=e2x+ 1le2

=e* dgeeftg'(x) =-e*3

gE=—0x
ot

Stel Ly=ax+bmeta=g'(-1)=-¢'"?*=-¢2
y=-ex+b

—a2.-1+h=pg2
(1)Y=t et dippp1 el [ AN D=8

etbh=¢

b=0

Dus I:y=-e?x.

k en I snijden geeft e 2x + 11 e2=-¢2x
2etx=~11e?

2x=-11
x=-}
b A(x) = f(x) +g(x) = ye* + e-\-lﬂ =geX e I geeft hi(x) = e* — e
h'(x)=0 geefte>* —e* =0
el\’=e-.t—3
2x=-x—3
3x=-3
x=-1
y
h
_‘| O %

1 . % l I 2 3
min. is A(-1) = ;e ”+§=2c2+F=231

Het bereik is dus B, = {%—)>
=

9.5 De natuurlijke logaritme

Bladzijde 46
a 2= (e“il}gil})-" = e"']ug{?]-x
b {2.1-]' = [e“lngﬁ]-x]' - clog{z) - gllog2)x — clog(z) . Qx

Bladzijde 47
@ a lne)=1 f In*(e)=32=9
b Inee) = In(e") = 11 g Inde?)=23=8
1 1 h eln(?} + ezinf?) =7+ em.[';:} =7 ?2 ~ %5
c In(g] =In(e ')=-1 i ol — onis) s} — 5
d In(l)=0 j 0. g =10-3 =130

e 3[n(e-3j€]=3|n(elﬂ'):3. I% =
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@D acec =12 ¢ 6+e* =10
3x=1n(12) 05t = 4
x=11In(12) 0.5x = In(4)

b 5e* =60 x=2In(4)
er=12 3
2x=1n(12) d @—10
x=731In(12) 10-e>=3

e?.r=% 3
2x=In(3)
v~ ()

@ 21n(3) + In(4) = In(3?) + In(4) = In(9 - 4) = In(36)

a

b 1n(20) - 31n(2) = In(20) — In(2%) = In(20) = In(8) = In(%’) = In(2})
¢ 4+1In(3) =In(e*) + In(3) = In(3e?)

d 1+In(10)=In(e) +In(10) = In(10e)

e L +2In(6)=In(e:) +In(6%) = In(y/e) + In(36) = In(36 /)

f e+In(2)=In(e?) + In(2) = In(2e®)

@ a In(x)=-1 d In(-x+2)=-2
o=l x+2=e¢?
x=el=—
€ —— )
b 4ln(x)=2 R
In(x) =1 1
oy ekt - N
¢ In(3x)=3 e In?(x)=1
Ix=¢’ In(x) =3 v In(x) =-3
x =3¢ o =1
: Xx=er=\evx=e:=—f4
Ve
f In(x)=1+In(5)
In(x) = In(e) + In(5)
In(x) = In(5¢)
x=35e
@D a 4¢' =20 b ¢ =100
el=%=5 x*=In(100)
1= 3x=1In(5) x =+/In(100) v x =-/In(100)
-3x=-1+1In(5) x=2,146 vx=-2,146
x=1-1In(5)=-0,203
Bladzijde 48
@ 2 3rin(x) =2In(x) d In®(x) —2In(x) - 3=0
In(x)=0v3x=2 Stel In(x) = w.
x=1vx=3 w—2u—3=0
vold. wvold. (u+ 1)u—3)=0
b In®(x) —In(x)=0 u=-lvu=3
In(x)(In(x) —1)=0 In(x)=-1vIn(x)=3
vold. vold. vold. vold.
¢ XIn(x+1)=4Inx+1) e In(x+3)—In(x—1)=In(2)
Inx+DND=0wvx*=4 S 1 U
xtl=lvx=2vx=-2 “’( —1)"1“(2)
x=0vx=2vx=-2 e
vold.  vold. vold. niet x—1
2x—2=x+3
x=5
vold.
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f 2In(x) = In(2) + In(x + 4)
In(x?) = In(2(x + 4))
x2=2x+8
x2—2x—8=0
(x+2)x—4)=0
x=-2 v x=4
vold. niet vold.

@ a f(x)=3%2geeft f'(x)=3%"2:In(3):4=4-3%"2-1n(3)
b gx)=02x—1)-2%geeftg'(x)=2-2+(2x—1)-2"-In(2)= (2 + (2x — 1) In(2))2*

21y @02 @ D2 @) (212212 In®)_-2-2*In(2)
ge—1 BB AN = @ -1y B @ -1y @1y

¢ hlx)=

@ a f(x)= 2% — geeft [(x)= 22r. In(2)-2—-2%+1In(2) = (22"‘ 2=-29In(2) = (21" FL— 291In(2)
f(x) =0 geeft 2% 1 —2%)In(2) =0
IUFL_gx—
221 — 9x
2x+1=x
x=-1

min. is f(-1)=22-2"1=4-1=-
Dus B = [—"—‘,—)).

. . _ X 1 G2 N2 -0 —
b lim f(x) = lim (2% —29) _\_131((2) 2)=02-0=0

1
4

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 0.

Yoy =ax

y =ax

J(x)= ax heeft twee oplossingen als 0 <a < f"(0) v a > f'(0).
f10)=2'-29In(2) = (2 - 1)In(2) = In(2)
Dus f(x) = ax heeft twee oplossingen als 0 < a < In(2) v a > In(2).

Bladzijde 49
@ a W=y geeft [ =x'
et [In(x)]' = 1
b e . [In(x)]'=1
x-[In(0)]'=1
[T =

X
@) _ 1 11
@) @ "O) et =1 = TG

¢ g(x)="log(x) =
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Bladzijde 50

L gl
@ a [n(6x)]'= 6=
b f(x) = In(2x) geeftf"(x) = %

= 1
g() = In(xv2) geeftg'(x) = —

1
h(x) = Zlog(3: fth'(x)=———
(x) = “log(3x) geeft /1 '(x) 1)
5
c [ln(Jr")]'=L6'lf),:c5=(’iﬁ=E
X X X

d f(x)=In(x?) geeft {(x) = %

glx)= ]n( ! ) In(x?) geeftg'(x) = A
X' X
hix)= ln(%) = In(x ") geefth'(x) = ?l
¥ ——(=In)1 ;14100 _
@ . f(x)— (.x) geeft /() = X i _-1-1 : In(x) _ ln(x)2
X X X
b f(x)=xIn(x) geeft /'(x)=1-In(x) +x- 3]—5 =In(x) + 1
N2 s ) = I 4= 4
¢ Jt) = logldx = D geelt ' = o T @ Hin@
1
x+——In(3x)- 1 1-1nG3
a f)=" geott iy =y = 12D
X2 X
e flx)= x]n(x3} geeft f'(x)=1In(x*) +x % =In(x?) +3
£ () = In(c+ x) geeft f'(x) = — s
xctx X<+x
@ a f(x) =1n(2") =xIn(2) geeft /"(x) = In(2)
1 2x
2 2 - D
b f(x) =2log(x* + 1) geeft f'(x)= @+ DInQ) 2x ZF )nQ)
¢ f(x)=xIn’(x) geeft /"(x)=1"In*(x)+x-2In(x) % = In?(x) + 2 In(x)
= 2,3 ft £'(c) = 2y 3 3.1 _a 3
d f(x)=x""log(4x) geeft f'(x) =2x- *log(4x) + x *In(3) 2x-’log(4x) + —— = (3)
e — 1 2log(4x)
e f(x) =log=(4x) geeft f'(x) =2log(4x) *In(10) = *1n(10)
R A K . ~ 16xIn(4x*+ 1)
f f(x)=In}(4x? + 1) geeft f'(x) =2In(4x? + 1) 2] =211
@ ax'= {c!n W) — enntx)
b [e nln(_r]]* — en[n[.\'} E 1 =, enln(x) E
¥ X
1Y = [anln(x)i]r = _rr]nf_.'(}.£= H.E: X_= |
¢ [x"]' =[e"™M]'=e i i nx
Er is geen gebruik gemaakt van enige beperking van n, dus de regel geldt ook voor elke niet-

gehele i uit .
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Da 0=

1
InCx) 1 —x-— In(e) — 1

In?(x) In(x)

(1)1
€ _=lL ==l

X .
() geeft f'(x) =

A1
Slelf(l}«‘:axﬂ-blneta;f(g): “(1) = (_1]2 =-7
In“[ —
e
v=-2x+b
1
()2 m® L) L]
e 1 - e e e e e
]n(—) |
€ h=—
[+
Dus kry=-2x+ é.
. In(x)—1
(x)=-6 ft =-6
b f'(x) gee 10%)
In(x) — 1 =-61n%(x)
Stel In(x) = u.
u—1=-6u°
6l +tu—1=0
D=1~4-6--1=25
H:ﬁ:—]—vuz_l +5:l
12 & 12
In(x)=-3 v In(x) =1
x=ervx=e’
vold. vold.
f(f: 5) = 1, . |: =g 5‘,dus raakpunt (e'§1—2e 5) = (L_,—%
In(ez) -3 Ve Ve
fles) = e;. = ?— = 3¢5, dus raakpunt (e7,3e7) = (e, 3 Ye).
In(es) 3

£ 102~ 10In(x)- 1

_ 10In(x) by T 10 - 101n(x)
@ /()= geeft 1) = S -——
PO Ll L B
i _
Lo 10y (A0 10In09) 2 g0 205+ 20xIn(x) ~30 +20In(x)
)= : - = -
X
f(x)=0 geeft-30 + 20 In(x) =0
20 In(x) = 30
In(x) = 13

x=¢h
. 10-10In(e") 10-10-11
Stel k:y=ax+bmeta=/"(e") = n(e )= 2 2

(elil)‘? &2 =L
y=gwth 5 15
e i
1 s S
flet) < J0mEt) 10-13 15 foggrer by
G ali el eli
’ a ’ 5 15
T b=—,
elz el
2020
cll C\.’E
Dusk:y=——x+2—?_
e eye
Hoofdstuk 8
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Diagnostische toets

Bladzijde 52
© 2 Slog(3y3) =3log(3!-37) =3log(3%) = 11
o 2 1 IB%3 x L = b
Yog(1\8) = ~log(2—2- \323) = Yog(22-2') = Aog(2) =-}

log (15 3/2) = Alog(24-21) = 2log(2%) =-33

b

c

(2 I

Hog(2x—3)=2
2x-3=4
2x—3=16
2x=19
x=9%

7573 =20
x— 3= Tlog(20)
x=3+ Tlog(20)

K=60+10-2%*!
60+10-2%* 1 =K
10:2%+! = K — 60
22:.-*-l:|1_nK_.6

2a+ 1="log(;-K—6)
2a=-1+ Zog(LK - 6)
a=-3+1-2og(;LK - 6)

b :log(x —3)=-4
z~3=[3)"
x=3=@2"*
x—3=2¢
x-3=16

b W=40—2-10¢<
2-10¢" 5 =40—W
109 5=20—1w
g—1%=1log(20-4w)

g=4 +log(20~ 1)

Hog(5) + 2 - *log(2) = 3log(5) + 3log(2?) = *log(5 - 2%) = *log(20)
3 — 2og(5) = log(2?) — 2log(5) = ’log(g] = 7log(l%}

2]og(8000) + 3 - 2log( 1) = 2log(8000) + 2log( (1)) = 2log(8000) + 2log () =

2+ Yog(x — 1) =1+ 2log(18)

flog(x — 1)* = 2log(2) + log(18)

Zog(x — 1) = Zlog(2 - 18)
(x—12=36
x—1=6vx—1=-6
x=7wvx=-5

vold.  vold. niet

og(2x — 1) + tlog(x +2)=0
Slog(2x — 1) — 3log(x +2)=10
Nog(2x — 1) = *log(x + 2)
2x—1=x+2

x=23

vold.

& Noordhoff Uitgevers by

¢ log(2x — 1) = *log(x)

*log(x)
“log(d)
2og(2x — 1) = logm
2 - *log(2x — 1) = *log(x)
Zlog(2x — 1)? = Zlog(x)
4 —-dx+1=x
H2-5x+1=0
D=(-52-4:4-1=9
_5-3 1, _5%3
=g & Y¥g

vold. niet vold.
d log?(x)=log(x) +2

Stel log(x) = u.

w=u+2

w=u=2=0

(u+ 1)(u—2)=0

u=-1vu=2

log(x) =-1 v log(x) =2

x= ﬁ v x=100

vold. vold.

log(2x— 1) =

X

C

e

5+ 3 2log(x) =20
3-%log(x)=15

()™ '=60

2x— 1 = zlog(60)
2x =1+ :log(60)
x=1+1-ilog(60)

p+2=1log(34-2)
p=-2+:log(34-2)

2log (8000 1) = 2log(64) = 6

Ylog(x) =3 — *log(x +2)

Ylog(x) + *log(x + 2) = 2log(2?)

log(x(x + 2)) = Zlog(R)
2+2x=8
2+2x—8=0
(x—2)x+4)=0
x=2vx=-4

vold.  vold. niet
2log2(x) + 12 =7 %log(x)
Stel 2log(x) = u.
ur+12="Tu
w—Tu+12=0
(H—3Hu—-4)=0
u=3vu=4

Ylog(x) =3 v *log(x) =4
x=8vax=16

vold. wvold.
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g 3¥+6-(1) =5 h 9r=3+12

i L () =3"+12
I+ 6 3.\:_5 (31.)3:3I+12
Stel 3¥ =u. Stel 3* = u.
1 w=u+12
u+6-;—5 w—-u—12=0
u*+6=>5u (u+3u—4)=0
w—Su+6=0 u=-3vu=4
(u—2)u—-3)=0 3¥=-3 v 3=4
u=2vu=3 geen opl. x = ‘log(4)
=2 v 3=3
x="log(2) v x=1
o A Saand 1,002 b gweek=098
1,0027 =2 0,87=1
T = 1002]55(2) = 346,92... T=3og(!) =3,106...
346,92... i iid 1 -7 =
Diesvendubibeliipsliid e ],2 %9 jasr, De halveringstijd is 3,106...- 7 = 22 dagen.
9 a., N
> —pH FHHE

0 3 5 o} 14 18

b Rechte lijn op logaritmisch papier, dus N=5b-g’.
Lijn door (0, 15000) en (15, 4300) dus
4300 I
&1simr = 5000 0,286... en g, = 0,286...15 = 0,920...
N=b-0920.. _
t=0enN= 15000}‘5’ = 15000
Dus N = 15000- 0,920
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Bladzijde 53

3!33_63 233
o a 2 =_2=26
c” &

ei’( — ot
b 7(:02\'_1
e

¢ (e—5Y=(e""—2-¢¥-5+25=e%—10e>+25

¢ eX+2e =3

R Sy 1A
@ a ?;Ie_ l]ee-\ =00. b :2\-.-1 =V§_,e 0 (c_r]z -I- S g
e 2x—1=1 Stel e* = u.
%=3 2x=12 ’ W+ 2u—3=0
3 ‘f'=§ 3 (u—1)u+3)=0
o u=1vu=-3

e¥=1 v e¥=-3
x=0  geenopl

@ a f(x)=2e"— 32 geeft f1(x) =2e* — bx
. aX Dy — 2+1 arak oy — 2_1 3 oy i
b.f(-“):x i_lgei:ﬂ_f'(x}zb (xz )-e :{ x,_ )e _Tx |2x 1
et (e.\:) e e
¢ f()=(3+ e geeft £(x) = 2c-e* + (2 + 1) -e¥ = (2 + 2x + I)er
(x2+ [).er_er.zxz (x2_2x+ l)e‘
21y 2+ 1)

e _f(1)=,r2.cb'—l gccft_fl(x)-_— x4 y2.p2x—1.2 = (2)(3 L 21)c1‘_|
f f(x)=6"2”geeﬁ_f”(x):e-r3+9.2x=2xe_,-=+9

¢
»2+1

d f(x)= geeft f'(x) =

; er xret—e' ] e Pl
@ fx) =~ geeft f'(x) = " _ 2)
X X
£'(0) geeft (x —1)e*=0
x—1 =O
x=1
¥
!
|
I
I
!
(8] 1 x
el

min. is (1) = T

b Stell: y=ax+b.

: 2—1)e?
a=r@=2F 1o
y=3€ex+b

2 le? = 1.5

F2)=S=1e dus A(2.)e?) [#€ 2P 72E

’ set+b=3¢

b=0

DUSfly:%szx.

@ a 4+ In(3) =In(e?) + In(3) = In(3e?)
b In(10) — 41n(2) = In(10) — (In2%) = In(10) — In(16) =In(12) =1n(3)
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@ a 2e7=16

¢ 2In%(x) — In(x) =0

e =8 Stel In(x) = w.
Sx=1n(8) 2ut—u=0
x=tIn(8) wu—1)=0
b In?(5x)=16 =0 v 2u=1
In(5x) =4 v In(5x)=-4 u=0v u=3
Sx=e*v S5x=¢* In(x)=0 v In(x) =3
XZ%cdvx:;—e“:$ x=e¢=1vx=er=4fc
e
vold.  vold. veld. vald.

d In(9x + 1) — In(x + 2) = In(4)
In(9x + 1) = In(x + 2) + In(4)
In(9x + 1) = In(4(x + 2))
In(9x + 1) = In(dx + 8)
Ox+1=4x+8
Sx=17
x= 1%
vold.

D a f(x)=2%4geeft f'(x) =22 "4-In(2)-3=3-2""4-In(2)
b f(x)=x-3 geeft/(x)=1:3"+x-3"-1n(3) = (1 +xIn(3))3*

¢ f(x)=In(x-3x)=In(x-x) = In(x"7) geeft /(x) =]T:;= 34_‘(
oo g N |
d f(x) = “log(4x) geeft f"(x) 2InQ2)
e . 1 5
€ f1x)="log(5x~6) geel /') = (o — o n3) >~ Gr—6)In3)
1 ox 2x

ff(x)=In(3x2+3) geeft /(x) = R

w3 ¥
@ 700 =343 geeft f'(x) =37 - In(3) +-1-377 - In(3) = 31 - In(3) — 3+ - In(3)
F(x) =0 geeft 331 - In(3) — 37 +1 - In(3) = 0
35 -1.1n(3) =3+ 1-In(3)

3x—|:3--x+]
¥—l==x+1
2x=2

x=1

I

I

I

S| R
ol 1

S()=3+3=1+1=2
Dus B, = [2,—).

@ a f(x)=0geeftIn(x)=0 b f"(x)=0geeft] —In(x)=0

gl In(x) =1
Dus het snijpunt met de x-as is (1, 0). y x=e
l
§ x-=—Inlx)-1
. In) y Y 1 — In(x)

f(x) = x geeft}' (I] = = = 2 ﬂk
! X

Stelk:y=m:+bme1a=f’(l:)=l in(l)=l. ° ! )

y=x+b }

. 1+h=0 . _]n(e)_i

door (1,0) - ﬂe)_T_e

Dusk:y=x—1.
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10 Meetkunde met vectoren

Voorkennis Lijnen en afstanden

Bladzijde 56
o a y=0geeft 3x =24, dusx=38.

Het snijpunt met de x-as is (8, 0).
x =0 geeft 4y =24, dus y= 0.
Het snijpunt met de y-as is (0, 6).

b 3x+4y=24
4y=-3x+24
y= —‘;}x +6

: il
Dusrc,=—.

4 -3 i s
o a =5 dus & en [ zijn evenwijdig,

b m is evenwijdig met ken/alsa=4en b =-3.

m:4x—3y=c} e s
door (6,5) ¢=46735=24715=9

o a m2x+5y=c
door (3,2)
Dus m: 2x + 5y = 16.

b nis evenwijdig met / dus 1 is van de vorm n: 3x + S5y = ¢.
g;)gf(gfg’)_c}c—-3-o+5-8-—40
3x+5y=40
S5p=-3x+40
y= —‘—;x + 8
Dus n: y=-3x+8.

¢ =0 geeft 3x = 12 ofwel x = 4, dus { snijdt de x-as in het punt (4, 0).
rc, = rc;, dus p: 2x + 5y =c.

2’“Ljy=c};.~=2-4+5-|0=8

}c=2'3+5'2=6+10216

door (4, 0)
Dus p: 2x + Sy =8.
Bladzijde 57
©a [x=3t+1|7| [ 7x=211+7
y=Tt-2 |3 Jy=21t-6

Tx—3p=13
Dus k: 7x — 3y =13.

b Substitutie vanx=-2t+pen y=t+4inx+2y=5geeft -2t +p+2(t+4)=5
-2t+p+2t+8=5

p=-3
Dus p=-3.
y i =3+ 3t+g=3 |2 61 +2g=06
¢ Substitutie van (3, 4) m{y=-2rf2q {_2{:’2(;:4 ‘3‘ geeft { -6I+6{cj= 12
— 8g=18
q=2;
DuquZ%.
d Substitutie vanx=¢-2indx +3y=cgeeftd(r —2)+ 3y =¢
4-8+3p=c¢
Jpy=-4t+8+¢
p==131422 +1e
Dit moet gelijk zijn aan y = at + | dus a*—*-]% en 2% +%c= 1
8+¢=3
c==p

Dusa=-1} en c=-5.
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Bladzijde 58
© 2 De lijn m gaat door A en staat loodrecht op £.
m:x—2y=c N
A(3,5) } c=3-2-5=-7
Dus m:x— 2y =-17.
k snijden met m geeft het punt C.

{2x+_v=6 ‘2‘ ﬂ{4x+2y= 12

x+2y=-7 1|8 x-2y=-7
S5x == 3
x=1
]l +p=
2x+y=6}§+]y:}6 6
y=4

Dus C(1, 4).

d(4,k) =d(4,0) =1 =3+ (A —57=A+1=15
b De lijn n gaat door B en staat loodrecht op /, dus rc, =

gﬁj]_3x+b}—3‘4+b=—l

=L 12+ b=-1
b=11

Dus n:y=-3x+ 11.

[ snijden met n geeft het punt D.

Ix+1=-3x+11

=10

x=3

x=3geefty=-3-3+11=2

Dus D(3, 2).

dB,1)=d(B,D)=J(3 - 47+ (2 —-1)’=J1+9=10

-3.

R

o De lijn m gaat door A en staat loodrecht op £.
m2x—-y=c _aLA_
43.3) }c—2 3:—3=3
Dus m:2x —y=3.
k snijden met m geeft het punt B.

+2y= +2py=
{x 2) 4||’geeﬂ{x 2y= 4

2x—y=312 4x—2y= 6 4
Sx =10
x=2 }
1 2+2y=4
x+2v=4 2y=2
Je=

Dus B(2,1).
d(A, k) =d(4,B)=+J2-32+(1—-3)2=1+4=5

De lijn n gaat door A en staat loodrecht op /.

nmxty=c B _
A(3.3) }c—3+3 6

Dus in:x +y = 0.
[ snijden met n geeft het punt C,

x—y=3
{m+
2x =9

x=4; }I
2 L=
Frpgl Sy
g

Dus C(43.11).
dA,0) =d(4,0)= /(4 —3F + (1; -3 = [2; + 25 =

\féT%, dus A ligt niet dichter bij k& dan bij /.

o

L
V3 >
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10.1 Vectoren en lijnen

Bladzijde 59

€ 042=52+22=25+4=29

04 =29

AB?=32+42=9+16=25

AB=35

Dus de lengte van de wandeling is 5 + 1/29.

Bladzijde 62

Q: |dl-

b 25522 (-5 (2)-(2)-(5)-(3)

=0,2- 122+ (-9%=02-144 + 81 =0,2- \/225=0,2-15=3

4 .
oa ‘a) = (_I)‘=\|'F42+("I]"=\,'F[6+]=\,l'l’ﬁ
7| 3 e v ) e
b ‘b = \"I’g I\f(\u’lB)_-’-(\-‘lﬁ) IV3+6: V'():S
J
= | 0 "2 3 f ey
c ‘cr:= (5)‘=\30—+5—= 0+25=25=5
rd _0‘3 ) ] bl f
d |d|= o4 || = VEO3P+ (047 = 0.09+0,16 = V025 = 0.5
1 A -
e ‘? = -(3)‘:2-\£12-+33=2-\.’1 +0=241

oo

¢ | 7] =ﬂ,6-‘(6)‘ =0,6-V67+8°=0,6-36+64=06100=6

Bladzijde 63

0 ezt (s (1)-() (-2

L
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o
. ml
.

f=-3a+1Lb

A

— — —
b OP + PQ = 00

e e e |
¢ DE+EF=DF

—3 — —
d AK + KL =AL

38 Hoofdstuk 10
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=[5)+ 2¢c)
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2 5] |3

sin(110°)  sin(30°)  sin(40°)’
125in(40°) _ 2= 125in(30°)

~82 S ~ 6.4,
sin(110°) - sin(110°)

In AOBV geldt

Dus‘?ﬂ:

De component langs de helling #,= 750 sin(25°) = 317N.
De component loodrecht op de helling £, = 750 cos(25°) = 680N.

Bladzijde 64

Met de parallellogramconstructie is de vegtor Q+b getekend.
In het parallellogram zijn de vector @ + b en het lijnstuk 4B de diagonalen.
In een parallellogram delen de diagonalen elkaar middendoor.

— . - T

Dus de vector OM = m is de helft van de vector a + b.
] — ? N

Dus voor ni = OM geldt m =3(d + b).

b B b-a

In de figuur is eerst de vector @ getekend en daarna met de
—
parallellogramconstructie de vector & — a.
—
De vector b — d is vervolgens kop-staart gelegd met de vector @, en dat is
precies de vector AB .
—3 o —
Dus b — a = A4B.
alternatieve oplossing
— — =
OA =a,dus-a = AO.
— ——  ——3
Je weet dat AO + OB = AB
y; = ——
-a+bh=A4B

—

T
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b De eindpunten van de in a getekende vectoren liggen op de lijn door het eindpunt van de vector d,

die evenwijdig is met de vector b.

Bladzijde 66

(1238

Je kunt ook E} als steunvector nemen.
o(1)- 4 -
¥ P x\ (5 4 2
P=(o)md 7o) ()G ]
6)" 177 " \6) \a) \2

2 -1 -1
( ) 2 ( I)' dus( ] ) is ook een richtingsvector van /.

2 5

o))

x=0geeft3+ 24

5 2 4 4
A=-5 geeft (6) gt ( ) =( ] dus (5) is een punt van [ en dus ook een steunvector van /.

2.=3
A=1;
A=1] geeft y=4+1;-2=7
. X 3 {2
Dus het punt (6, 7) ligt op [: = +A )
¥ 4 2
2\, (1 X 6\ (1), y
Verder geldt (;-.) & (l ) dus ( )T (7) it z.( l ) is een vectorvoorstelling van /.
= y

Dusp=7.
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D x=Tgeeft-2+31=7

31=9
A=3

A=3geefty=5-4-3=5-12=-7
Dus A ligt op k.

x=-13 geeft-2+34=-13

A=-32 geefty=5-4--32

31=-11
J=38

Dus B ligt niet op k.
x=-3! geeft-2+31=-31

3A=-1}
d=-}
A=-1geefty=5-4--3=5+2=7
Dus C ligt op £.
@ lijn +
HENE
punt | (1,2) | (4,3)
lijn {
u 0 | 1
punt | 2.-1) | 4.2)
liin m
v 0 ‘ 1
punt | (0.3) | (1,1)
lijn n
4 0 |
punt | (1,-2) \ 2,-2)
@ A =1 | 1
punt | (-3, 1) |(1,3)
Iz 1 ‘ 3
punt | (0, 1) ‘ (2,-3)
v | o

punt | (-4,-3) | 1,-1)

42 Hoofdstuk 10

=5+14; =193

3 PP
i
P .
/
-1 O 2 3
-1
-2 /
o/
m
-4
p
3
2
1
3 -2 = o 1 2
=1
pd
P -2
-3
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(3)=(5)+4)
3y =] -5\ (4 7 3 +
)“’“_C"(z)_(—z)‘m

d Stel cerst een vectorvoorstelling op van de lijn door BC.

("") —D+AM2-B)

‘)

= {3 = 7 (-53Y (3 [-8

b_(4]en‘ ¢ (2) (4) (6)
. . v 3y (-8 .

Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk BC is = + A Al=1=1.

Bladzijde 67
@ a De lijn door de middens van AD en BC is evenwijdig met AB en CD en heeft dus dezelfde

richting als AB en CD. Dus een richtingsvector van deze lijn is DC = ¢-d.
— —
De vector vanuit O naar het midden van BCis L (b + ). Dus }(b + ©) is een steunvector van de

lijn door de middens van AD en BC. Dus (x) = 5‘(? + )+ MT - c?) is een vectorvoorstelling van
de lijn door de middens van AD en BC.

b . k:C)za’-+-A{B’—E’)
X — { gepy e g
- [ (y)=h+;f(§{c+ )—b)

. m: (:j) =%(E’ + E")+ W —E?)

¢ I gaatdoor B en is evenwijdig met AC.
IT gaat door het midden van 4B en is evenwijdig met BD.
III gaat door A en het midden van BC.

2 3
@ a (x)=(_I)+F.(4)geeftx=3}.+2Ay=4).*l

¥
Vervang je A door s dan krijg jex=3t+2 Ay=41— 1.

2 3
Dus (x] - ( l) =+ 2(4) enx=3r+2 A y=4r— 1 komen op hetzelfde neer.
F =

#\ {4 2
b k:(’c):(l)+,1( S)geeﬂx=4+2ﬂ.;\y= 1 — 54, ofwel kix=4+2¢ Ay=1-5t.
5 i

B -1 N 3Y {1
c t’:xﬂ-t+3Ay—-2f+7geeﬁ(;)=(7)+f(2)ofwel!:(;)-—(?)+l( 2),
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@ x=-1-3 Ay=2=qr—8geeﬂ(_2)+r(_])
E q

=] 2
(q)é (S)geeftq:—z_%.

X -3 =]
(I,p]op( - +1 4 )geeft-3—¢t=1
y] \-8 -2 e
=4
t=-4
t=-4geeftp=-8-4--2;=-8+10=2
Dusp=2eng=-2}.

10.2 Afstanden bij lijnen en cirkels

Bladzijde 69
@ a ksnijden met de x-as geeft ax = ¢ ofwel x =—
Dus A(—, 0).
al
k snijden met de y-as geeft by = ¢ ofwel y = %
c
Dus B[ 0, ].
' ( b)

De stelling van Pythagoras in AOAB geeft AB* = OA* + OB*

()0
(AR

; c\2 c"- b2e + a’c? / c? ¢ 5=
—_ = -4 —_—t —= — 2 I8 Dy=—"_ . |q2 - 2
Uit 4B (a) (b) volgt AB = \/ \/ 2 \ a2 (b* + a*) 5 Ve b=

b OS*x AB=04 % OB
OS'%'\.“’.‘JE*-F)E—E &
a

"-|§-::-

OS-Ja*+b*=

Qlﬁ
G“l"‘i

OS-Ja*+b*=c

&
0S=——=
va’+b*

c [k duslax+by=d

door P(xp, vp)
Dus [:ax + by = axp + byp.
Net zoals de afstand van O tot de lijn k: ax + by = ¢ gelijk is aan ——— !—

}d:“xp"’by.v

+ b
' w6 ¥ N o axp+ byp
is de afstand van O tot de lijn [: ax + by = ax, + by, gelijk aan ek
thyy ¢ axpt+byp,—c
d d(P,k)=PQ=RS=0R—-0§S=d(0,])—d(O,k) = T 2 TR JEiD =T I P
v

Bladzijde 70
_|]_ _1+4| |9| 9 O e
D dA. k)= N R i i =217
J2_4315-'_4|:|_8|: 8 _ 8 ;ﬁ
NEETe VAN AN
|[6—4-5+4] |-10] 10
d(C. k)= = =—"=10/17
(€5 VIE+(-42 17 17! W7

Het punt B ligt het dichtst bij de lijn £.

d(B.k) =

=

-1
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|3-:2+4-5-10| 16| 16
3T+ 4 N25 5

=3§

€ a dA.k) =

|2:4+-1-5| [2] 2
b Iy=-2x+5ofwel : 2x+y—5=0geeft d(B,) = — e = ===
y ofwe x+y geeft d(B,]) NEaE 7 NG

NG

Lh|ld

¢ mx=5+t4l A y=4

Substitutie van y=Ainx=5+4l geeftx=5+4y, dusm: x —4y—5=0.
-1-4-2-5] [-14] 14 —

dCom)=—=—= = = =1 /17

Cm="JEreay ~ oYY

x=2t+2 |3 ft 3x =616

y=3t+4 2|52y =6r+8

3x—2p=-2
Dusn: 3x— 2y +2=0.
3--3-2-1+2] [-9] 9

FE

e

= = == _=21
ADm=""rmrCE y3 & =i
Bladzijde 71
@ a P(x,y) op afstand 2 van & geeft d(P, k) =2
3x+4y-12|
V32 + 42
+4y— |
|3x 4L 12| _s
V25

[3x+4y—12|=10
3x+4y—12=10 v 3x+4y—12=-10
Ax+4y=22 v Ix+4y=2
Dus/:3x+4y=22enm:3x +4y=2.
b De punten P(p, 0) op afstand 3 van k geeft d(P, k) =3
|3p+4-0-12|
NeEwe:
3p—12
Bp-12]
25
[3p—12|=15
3p—-12=15v 3p—12=-15
3p=27 v 3p=-3
p=9vp=-1

Dus P,(9, 0) en Py(-1, 0).

€ a Stelk:y=ax+h.
k door het punt 4(0, 4), dus k: y=ax + 4 ofwel kr ax—y +4=0.

|5la—5+4|
d(B, k)=5gccft7,=5
va+(-1)?
sta=1] __
ya*+1
|53a—1|=5{a®+1
30ja® — 1la+1=25(a*+1)
30ta? — 1la+ 1 =254+ 25
5t —11a—24=0
D=(-11>—4-5;--24 =625
o :‘]25:3%\”:: 1|—E25=
105 105

Duskl:y=3%x+4en ky:y=-1ix+4.

—l%
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b Stelly=ax+b.
(3,0)op ! geeft 3a+ b=0, dus b=-3a.
ly=ax—3aofwellax—y—3a=0.
iy |6a—4-3a| .
d(D,l)y= /5 geeft =45

3a=4] _
T TE i N

va*+ 1
|3a—4| =522 +5
94’ —24a + 16 = 54> +5
4a?—24a+11=0
D=(-24)> - 4-4-11 =400
24+20 _, 24-20
a==2 =5 va=To =]
Dus/:y=5;x—165enly:y =30~ 13.

@Stelk:y=3x+bofwef3x—y+b=0‘| l

3:2—6+hb| |3:5-1+b

d(A, k)= d(B, k) geeft NoETen: NEETE):

|b|=|14 +b|

b=14+bvb=-14-b

geenopl. 2b=-14
b=-7

Dus k: y=3x—17.

€0 Stel cen punt op de parabool is P(p, 2p°).
—2-2p2-2|

lp-22-2] _ 4
VIZ+(-2)

\P-4p2-2|=

d(P,k) = \/5 geeft

5 -

|-4p*+p—2|=5

-4p*+p—2=5 v -4p*+p-2=-5
~4p?+p—T7=0 v —4p*+p+3=0
D=12—4--4--7<0 D=12—4--4-3=49

“1+7 5 -1-7
geen opl. P=—g ~TaVP=—3 =1
Dus de punten zijn (-3, 11 ) en(1,2).
) Stelkax+by=1.
lda+0-1| l6a+0—-1| _ -
5 - ~ s i f
d(A, k) = \2 A d(B, k) = 2.2 geeft JErE Y A =002

v
l4a—1]=2 a2+ b2 A |6a—1|=2{2 - Ja*+ I?

Substitutie van \2-\Ja? + b2 = [4a — 1] in |6a — 1| =22+ \Ja? + b2 geeft |6a— 1| =2-|4a— 1|
|6a—1|=|8a—2]
6a—1=8a—2 v ba—1
~2a=-1v 14a=3

a=iva-%
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—_—

Substitutie van @ =1 in \2- \Ja? + b*> = [4a — 1| geeft \/2- VI‘I_‘ +h2=]2-1]
i+ =1
1+202=1

20 =3

—————

Substitutie van @ = % in 2 -a? + b? = [4a — 1| geeft /2 VI% +bt= ‘% =1 ]

geen opl.
Dusk;:3x+1y=lenkyix—1ly=1ofwelk:x+y=2enk;:x—y=2.

€& a Destraal van  de cirkel is /5 en heeft O als middelpunt, dus de afstand van O tot een raaklijn aan
de cirkel is /5.
b y=3x+bofwel:3x—y+b=0.

T 130-0+b|
d(0,1) = /5 geeft ———="=+/5
vig AETEY V5

1ol _
J10
|b| = /50
|b| =52

c h=5\2geeftl:y=3x+5\2enbh=-52 geeft [,y =3x— 5,2.

<5

Bladzijde 73
€ a 1 De discriminantmethode
Stel k:y = 3x + b.
Substitutic van y =3x + b in x2 + 32— dx — 6y — 12 = 0 geeft

2+ Cx+bf—4x-6(Gx+b)—12=0
X2+ + 1ibx+p2—dx—4alx—6b—12=0
12x2+ (11b— 81 )x+h2—6b—12=0
Raken, dus D =10.
(Lp-8LY—4-1%-(p2-6b-12)=0
20p2—251p+72L — 610? + 3TAb+75=0
-4b*+12b+ 147, =0
D=122—4--4-147} =2500

_ =138 -12—50

S oA e et =
b 3 4; v b 3

Dusk;:y=3x—4denk;y=3x+73.

7

2 Met lijn door M loodrecht op k&
Xyt —dx—-6p—-12=0

X —dx+y—6p—12=0
x—2%-4+(y—-3))-9-12=0
(x—2P+@r—-3Y=25

Lijn m loodrecht op & heeft rc,, = -3.
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Stel m:y =—-3x +b.

:—i'-l-
n= mic }—‘31—2+b=3

door M(2,3) .
-25+b=3
b=5%

Dusm:y=-l3x + 5%.

m snijden met ¢ geeft x? + (—3x + )% — 4x — 6(-3x + §)

Pl 2 4 4 By ~34—12=0

x*—4x—-5=0
(c+ D(x—5)=0

x=-1vx=5

x =-1 substitueren in y =-11x + 5% geefty = 7.

x =5 substitueren in y=- ]%x + 5% geefty=-1.

y=ix+b
* }§'~l+b=?

door(-1,7) .
++tb=7
b=T;

3

y=3x+b |4 _

door(5,-1) } 3 H =]
B +b=-1
b=-43

Duskl:,}ci—x+7%enkz;}.-=§x_4%b

Substitutie van y = ax +2 — 9a in x* + % — 4x — 6y — 12 =0 geeft
x*+(ax+2-9a)P - 4x—6(ax+2—-9a)—12=0

Dit uitwerken is onaangenaam, maar zou nog kunnen. Je komt dan uit op de vergelijking

(a®>+ Dx®— (18a® +2a + H)x + 8la? + 184 — 20 =0.

Door D = 0 te stellen ontstaat vervolgens een vierdegraadsvergelijking die opgelost moet worden.

c is de cirkel met middelpunt O en straal \/10.
Stel Ly=3x+bofwell:3x —y+b=0.

- 3:0-0+h
d(0,1)=+/10 gccft‘T= J10
v 10
6] =10
b=10vb=-10

Dus/;:y=3x+10en/:y=3x— 10.
Stel mizy=ax + b.

=ax +

y=axtb 140,150

door A(10,0)
b=-10a

Dus m:y=ax — 10a ofwel m: ax — v — 10a = 0.

‘a'l)—{}— lﬂa‘ _ /o

\.a2+l v
|-10a | = 1022+ 10
100a> = 104> + 10
904> =10

2L
a =3

d(0, m) = \/10 geeft

=1 =-1
a=3va=-—j3

Dusm,;:y=3x—3lenm,y=-1x+3%
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@ a Stelky=ax+b

door A(-4,-1) }'4"”’:'1

b=4a—1
Dusk:y=ax+4a— 1 ofwel k:ax—y+4a—1=0.
l0-0+4a—1|

d(O, k)= /17 geeft JET1 V1
l4a—1] =17+ 17
16a>—8a+1=17a*+ 17
a*+8a+16=0
(a+4)2=0
a=-4

Dusk:y=-4x+4--4—1ofwel k: y=-4x—17.
b Loodrechtop l:dx—y=3,dusm: x + 4y =c.

0+4-0-
d(0,m) =17 geeﬂ|—rﬁc| = 17
v
|-c|=17
=17 v -¢=-17
e==17 vwe=17
Dusm:x+4v=-17enm,:x +4y=17.

¢ Door (0, 17), dusn: y=ax + 17 ofwel n:ax —y+ 17=0.
|ai0=0%17]

d(O,n):\,f'ﬁgeeftW V17
17
17 _ 5
v 17

JI7a2+17=17
17>+ 17 =289
17a?=272
a*=16
a=4va=-4
Dusniy=4x+ 17ennyy=-4x+17.

@ a T+ - 10x—4y+19=0
X=10x+y2—4y+19=0
(x=5)P2-25+(y—-27P-4+19=0
G-5*+@-27=10
Dus M(5,2) en r=\/10.

e aa s

oAt b=5-4a

Dusk:y=ax+5—4aofwelkiax—y+5—-4a=0.
|5a—2+5—4a|

d(M, k) = 10 geeft V1

var+ 1
la+3]|=10a2+10
a’+6a+9=10q>+10

94> —6a+1=0
(Ba—17=0
3a=1

Dusk: y=1x+5—4-1 ofwel k: y=1x+32.
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b

Stel /: y=3x+bofwel L 3x—v+b=0.
13-5-2+b|

d(M,I):\/WgeeﬂTz\fl
13+b]=10
13+b=10v 13+b=-10
b=-3vb=-23

l:y=3x—3enl:y=3x—-23.
Stel m:y =ax + b.

G }9a+b=0
door B(9,0) T =G

Dus m:y=ax —9a ofwel m:ax —y —9a=0.
|5a—2—9a
JE1
|-4a-2| =104+ 10
16a% + 16a + 4 =10a? + 10

d(M,m) =10 geeft =T

6a’+16a—6=0
@+2%a-1=0
(a+3)(a—3)=0

a=-3va=j;
Dusm;:y=-3x+27enm, y=3x—3.

xX*+y?—2x—4y—12=0
X=2x+y —4p—-12=0
(x—=12-1+@r-22-4-12=0
Gc-D*+(y-22=17

Dus M(1,2) en r=+/17.

Stel k:y=a.x+b}

dosrda 1) | oaro=l

b=1+3a

Dusk:y=ax+1+3aofwelkiax—y+1+3a=0.

‘a—2+l+3a| o

d(M. k) = /17 geeft =17
( a} AN, r.-ee ‘Jﬁ hY)

laa—1|= 172+ 17

16a* —RBa+1=17a*+17

a*+8a+16=0

(a+4y=0

a=-4
Dusk:y=-dx+1+3--4ofwel k: y=-dx—11.
[ staat loodrecht op m:4x — v =1, dusf:x + 4y = c.

|[1+4-2—¢|
a7
19—c|=17
D—e=17v 9—e=-17
=8 v=g=-26
c=-8vec=26
Dus/;:x+4y=-8enl,:x + 4y =26.

dM, 1) = /17 geeft
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c Stelmy=ax+bh.

y=ax+h }

G 6a+b=-1

door B(6,-1) B =T

Dus m:y=ax—6a— lofwelax—y—6a—1=0.
la-2-6a—1]

d(M, n) = 17 geefi =17

M,n)= 17 g Vﬁ
|-5a-3 | =172+ 17
25a2+30a+9=17a>+ 17
Ba’+30a—8=0

4a>+15a—4=0

D=15—4-4--4=289

STy o5
8 8

3 -4
Dusn;:y=%ix—2 enn,:y=-4x+23

@ Stel k: X +2 = | ofwel k: 2x + rp = 4r.
2r 4

|2:0+r0-4r
d(O, k) = r geeft . = =p
V4 + e
‘—4r] B
e
|-dr| =rd+ 17
16r% = r3(4 + 1?)
16=4+ 7
r=12
.P‘_-E\B

10.3 Vectoren en hoeken

Bladzijde 75

@ a De lengte van de vector @ bereken je met de stelling van Pythagoras. A
4 =12 _-» 3
Dit geeft‘ d ‘ =l
a
a)’
0 gy
De lengte van de vector b bereken je met de stelling van Pythagoras.
Dit geeft |b " =b2+b2,
b Zie de schets hiernaast.
De stelling van Pythagoras geeft
AB*=(a.~b) +(b,~a,)
=al-2ab,+br+b2-2ap +a} By =8y
=al+al+b2+b?—2ab —2ap, A s

a,— b,
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Bladzijde 77

Dus £(2, d) = 135°.

(7555
1+3y3) \-3)] _ |3-43-3-93]|

‘(Hﬁ (- TG BT3B T
1+343

¢ cos(Z(k 1)) =

_ |-10,3 | _ 1043 zlo\ﬁzlo\.@:lvﬁ
\!|9—6\#§+3+1+6\f§+2?-\% J40-J10 400 20 2V

Dus £ (k,[)=30°.

=2-1+3--6=-2-18=-20

(]

®l

“‘:*l,
I

)——l'2+[}-4m—2+[}3—2

-
ol
=]
I
=
N ——

o V2 (242 -
d g'ﬁ:(\r}g)’( V{j]=\I§'2\32+\J‘r§'_\,‘§=4_3:l

) e
e

Dus Z(@.B)~26,6°.

(i
8 )f ) a1 o

Bladzijde 78

© a cos(£(d. b)) =

P
u‘ﬂ|M

(e e

b cos(Z(<, d))—

Dus £(<, d}~ 122.5°,

(3)'(5) _0-2+3:5_ 15 _ 5
HE
3)7[\s

Dus 2 (2, f)=~21,8°
5
( ) ( _F5E-5 0
5 J29-29 29
GG

- =
Dus Z(g, h)=90°.

¢ cos(Z(2. 1)) =

d cos(£(g. h) =
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@ a cos(£(kD)=

‘ )(?)‘ _lr2+2-1] 4
i

Dus Z(k,1) = 36,9°,

)
)

Dus Z(m,n) = 81,9°.

()
(-G

Dus Z(p,q) =71,6°.

b cos(Z(m,n)) =

| _faaeral_
(2]

‘ \;@ = \l"g \.@

¢ cos(L(p,q)) =

)
(1) S B
(/I

a Een richtingsvector van de lijn 48 is b - w 5
41)

3
Een richtingsvector van de lijn BCis € — b= ( ) -

‘(3)(31]‘ R e

GO o 7

cos(£L(AB,BC)) =

Dus Z (4B, BC) = 85,6°.

5 3 | 2
b Een richtingsvector van de lijn ACis ¢ — d = (_2) = (‘;) = (—S)‘

L[]
Een richtingsvector van de lijn BC is (4 )

(950 ISP

cos(£(AC.BC)) = ‘ )‘ ‘( )‘: 2917 :\fm

Dus Z(AC, BC) = 35.,8°.

=—2-—1+—2-3= -4
2) _ (1)‘ V810 J80

Z(BA, BC) =~ 116,6°
Dus £ B=116,6°.

()3
6/ \1) |-1--5+6-1] 11

GG e e
6 5

Z(AD, BE) ~ 69,2°
Dus de hoek tussen de diagonalen AD en BE is 69,2°,
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@ a E’-B’=(:)-[_i)=4-3+3-—4=12—-12=0

De hoek tussen de vectoren is 90°, Dus als het inproduct van twee vectoren nul is, dan staan die

vectoren loodrecht op elkaar.

5 6
b ( 6) staat loodrecht op ( 5).

Bladzijde 79
@ a Een richtingsvector gaat van het punt (0, 2) naar het punt (3, 0).

3 0 3
Ditisd t = = ;
it is evecor(o) (2) (_2)

us F, =

=\ _,
b De vector n, = 3 staat loodrecht op 7, = )
S i ..
Dus n, = (3) staat loodrecht op de lijn £.

5
¢ De vector 7, = (_4) staat loodrecht op de lijn /.

Bladzijde 80

3 = 4
@ a ?’Z_=(4), dus nk=(_3).

:.‘;;3)-‘;;;} c=4-2-3--1=11

Dus k:4x —3y=11.

- (4 P
b r,=(_?), dus rrf=(4).

Tx+dy=c |
00081 0
Dus I: 7Tx + 4y = 0.

®an- ( )dusr, ()

|
(-3,0) op &, dus .S'l (

oot ()-(3)
(s (2)

0
(0,0)op /, dus 5,= )

0

2
1

our( )

Bladzijde 81
@ a Substitutievanx=3AAy=2+24in2x—5yv=6geeft2:31—5(2+21)=06
6.—10—101=6
-41=16
A=~4
A=-dgeeftx=3--4=-12eny=2+2--4=-6
Dus het snijpunt is (12, -6).
b Substitutievan x=2 —A A y=-5+31in3x +4y=10geeft 3(2 - 1) +4(-5 + 3 =
6-31-20+124=10
94 =24
A=23
A=23geeftx=2-23=-Feny=-5+3-22=3

Dus het snijpunt is (-2, 3).
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L:5x+2y=¢c| _ .. o
doorid, 13 }C—S 442:1=22
Dus [: 5x +2y=22.

bnlmdusn,=7,= (i)

n:3x+2v=c
= = » - 7-— —
door(5,-1) }c 35+2+1=13

Dus n: 3x + 2y =13.

D a ka=( 2) dus 7, =7, )(;)

A(5,2) op [, dus v‘, (2

pust 3)-(3) +42)

4
bnlmdus7,=7n, 2(5).

5 1
B(1,-3)opn,dus 5, = (_ )

Do o) )

D a {3+4_-1+3,u { —3#_-4| ‘geeﬁ{z‘f_é‘“: -8

Lad

3+21=5—-4 2A+4u=2 A +4p= 2
-10z=-10
p=

u=lgeeftx=-14+3-1=2Ay=5-4-1=1

Dus S(2, 1).

J 3—==3 6 1
_3- P = =~ B .
b m door A(-3, 5) en B(3,-1), dus r, (—i—S) (—6) (_1)

-3
m dUUr A(_Ba 5)1 dlls E:ﬂ =

ourl()-( )42}

n staat loodrecht op p: —x + 5y =4, dus m: 5x + y=c.
Sxty=e
door C(-4,-2) } EERIB R

Dus n: 5x +y=-22.

Substitutie van x=-3 t LAay=5—-AinSx+y=-22 geeft 5(-3+ )+ 5 —41=-22
-15+50+5-1=-22
41=-12
A=-3

A=-3geeftx=-3+-3=-6Ay=5—-3=8
Dus 7(-6. 8).

. 1
€ = (_l)gecftﬁ’q= (4) dus g:x +4y=c.

x+dy=¢

dumi’in}c:sm-s-—.- 17

Dusg:x+4y=17.

Substitutievanx =2t —4 Ay=¢—6inx+4y=17 geeft 2 -4+ 4t - 6)=17
2t—4+4t-24=17
61=45
t=7}

t=Tsgeefix=2-71 —4=11ay=75-6=1;

Dus het snijpunt is (11,13).
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Snijden van k met de x-as, dus y =0 geeft 3 +1=0
A=-3
A=-3geeftx=-2+-3-5=-17,dus A(-17,0).

[ Lk dusw,=7= (H)

1
L5x+y=c
o S .- + = -
door{—l?,ﬂ)}t 5--17+0=-85
Dus /: 5x + y=-85.

A== ()= (o)~ ()2 )

3 0
mx’z’f,dus?’m:?::(l)en (0,0) op m, dus's, = (0)

1
nlOEdusn,=7op= (_ )

nmx—4y=c e N
doorD("4,7)}C' Ll

Dus n: x —4y =-32.

{2t
()6)
‘(f)‘ ‘(2

Dus £ (k, 1) = 35,8°.

‘ \20+2[ 18
)|

cos( £k, 1)) =

Dus £ (m,n)=49,8°.

-2 -
p.y=2x—>5ofwel p: -2x +y =-5 geeft ;5:, = ( I )a dus Fp

o

1
¢: y=-x+ 4 ofwel q:x+?=4geeﬁﬁ“:(l)’ &

‘(é)(ll)‘ 2] 1
B2

Dus Z(p,q) = 71,6°.

cos(Z(p,q)) =

56 Hoofdstuk 10

@ Noordhoff Uitgevers by



10.4 Vectoren en rotaties

Bladzijde 83
Dad =(2)cn3 =(-2).

= q
bb—*()
R E

Bladzijde 84
—¥ 3 _5 _2
D dz%ﬁ:mmf(s)% 2):( s)

Dus D(-2, 5).

Ly 1 -1 +l _% +1q
AMza—a’z(fp fr)~(‘”)=(§p ;r) dus AMy = (;q ﬁs).
2438 W patas 3T

Lo +1, Ao+l lp—log+lr+1ls
Dit geeft b= 2p+2 + ;_q__g ip 3;? _21_ ‘i
29 73S "}p 1" 2Pt 39— 3F T3S

Dus B(3(p — q+r+a),7(p+q—r+s)

B l Lygpl 4L ,.,%,
¢ d=m+MD=m+AM, = 29 (’{D 243" a8
q-l—- L ——p+ r sptagtartss

Dus D(L(p+q+r-ys), Iep+g+r +5)).

Bladzijde 85
— 3
@ "-ad+4B+BN

-75-)-()-()

= 5 POy e\ [u —2 _fd

AD =d a—(d) (0)—(d)el1ADR—(a)

— [-a d -at+d — atd
?_ i _ _

e (d (a) (a+d)enACR (a—d)

_,__,+A—> (a)+ a+a’)_(20+d)

p=aTaw\g) " \a—a) \a-d

Ly oy — — (2a+d -a+d a+2d
=p+PO=p+AC= - =

=P 2=z . (a—d) (a+d) ( 2a ]

Dus P(2a +d,a — d)en O(a + 2d, 24q).
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S e e R O s N e S e S s (M e
@ J=d+AB+BP+PQ=d+AB+1BC+14B=4d + 1148 +1BC

— —— -5 _, (0 3 =3 == 4

BC:ADzd—a=(4)—(O)=( en A :ADR=(3)

e 15 Ll pm 3

g'—ﬂ“i“]fAB‘*‘?B ;(0) 3

S gy e i sy iy Tk —r —
@ f=d+AB+BE+EF=14a+ADy+BE +BE_

s M
De lijn & door B en C heeft 7, = BC=4D = (j en sk:( )

o[- ()-(3) |

E ligt op de x-as, dus y=0geeft 3+41=0
4i=-3
A=-3

A=-1geeft x=7-3--3 =91 dus E(9%,0).

— o = (%) (T\_(% —o (3
BE = ¢ b---(o) (3)—(_3,dusBEL—-(2ﬁ).
1 1
f:?+E’R+ﬁ+ﬁL=(3)+(4)+ 24 4 3] = ]2:
o) \3)7\3) 2 T2

Dus F(12%,21),

Bladzijde 86
@ 7=b+BS+5T=b+4B,

) - i)
Bu=(3) ()~ Lavan) (37
et (L) (S

- - (a+3b+c) ( 2e ) (—a+3b—c]
ft+8SP= i
a—b+3c -a+2b b+3c

Dus T(-~a+3b+c,a—b+3c)en U(-~a+3b—c.b+ 3c).

SP =BP — BS = b—

=l
||
||

5]

u.._

-a d a+d -%a+%d

+ A -~

d a a+d la+id
"*—M}+A_'ld?— a i —%a+%d B Ea+§d
S 0 la+1d sa+id

De x-codrdinaat is gelijk aan de y-codrdinaat dus M(%a + é—d. la+ %a’) ligt op de lijn y = x.
b oM=\Ga+3df + (Ga+3d) =\2(3a+3df = \2(3a* + jad + ;&)

= {@+2d+d) = [{a+dP = - @@+d) =12 (a+d)
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alternatieve uitwerking

ta+id 1
W:(iizd)z(%f;+l;cs) ( ]geeﬂOM—‘2a+'d‘ JIZ+12=12-(a+d).
g
@ #i=m+MN=n+A4B

"= =
=)o) ~{az) -5 ()

2a 0 2a a 1
st 25« (4)42)- (1)

1 1.
e ih (l?a) 4 (2a) B (3?”)
lia o 25&!

Bladzijde 87
@aNoethetmlddenv AB.
p=m+MP metm=1(d+b)en MP =AMy ='4B,, dus p =1(ad + b) +14B,
3 8 =3 s 7
ABZb—FZ(?)—(O =\ 5 |1ABR=(3)
- 8 7 13 7 20 10
e S () G421
W+ By By =4 3) 72\ 7)) 2\s) o) s
Dus P(10, 5).

b Noem N het midden van OC.
2
7 =r3+ﬂLen n =£—E}=%(5)=
Dus R(-13,33).

Bladzijde 88
® ac-z-a-(7)-(o)-("."

C 0 C
e (—c*)
¢ - b

= (0
B(0,a)geeft b = (a

BO=d-b= (;) i (2) =(b_—ca)

Uit AC en BD volgt dat AC=BD en AC L BD.

o

@ Bewijs dat MP = MQ en MP 1. M.

M(}a,0)

— b-a e atb+e
p=amy CERONGY . @ Na—-bl Na-b+e
Fo I el w1fHYoa (- oafd—4
4=3b+3b 2(cr) A\ b \b+e

Uit MP en MQ volgt dat MP = MQ en MP | MQ.
Dus APQOM is een gelijkbenige rechthoekige drichoek.
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|
|

Uit AQ en PR volgt AQO 1 PR.
S

BRZ?_—;Zl(a)_(b): %a—b
© T k=g c —%a—c

FQ):?_EZ%(!)--C)_%(Q-I-b-+-c):(—l;a--c)

b+tc a—b+c] \-3a+b

Uit BR en PQ volgt BR L PQ.

b-a) I( & ] ](a+b+c)
+ = :;
c Na-b)] *\a-b+ec

e i | b—d ‘gtE b—ctd+e
c+icB+1cB =( )H( )+%( )= ( )
ETRETEL T 2 Nb—d) N\b+e-d+e

bt =

05=7F —?;=§( a)—%(b_(""'d"'e):%(a—b-i-c-—d—e)

-a b+te—d+e ~g—==cti—e
Uit PR enQ_S) volgt PR= QOSen PR L OS.

10.5 Bewegingen met GeoGebra

Bladzijde 90

= Tm e o6 T
% OF ¥ ¥ X ¥ ¥ *
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Bladzijde 91

@ at=-2

b (0,5}) voort=-2en (8,-5}) voors=2.

¢ (-1,3%)voorz=-1.

t=-1,77

(8,-5%) voort=-4ent=2.

Is de hoek kleiner dan 90°, dan is de versnelling te ontbinden in een component loodrecht

op de snelheid en een component in dezelfde richting als de snelheid, dus de versnelling zorgt
dan voor een toename van de snelheid.

Is de hoek groter dan 90°, dan is de versnelling te ontbinden in een component loodrecht

op de snelheid en een component in tegengestelde richting aan de snelheid, dus de versnelling
zorgt dan voor een afname van de snelheid.

Dus voor f =-1,77 is de snelheid het kleinst. Het bijbehorende punt is (-1; 3,65).

@ a ‘T}}|min:‘; 1989

- oa

b ‘ E) min =2
¢ 0°en 30°
d 60°
Bladzijde 92
@D a x(n=0geeft?—3t=0
(P —3)=0
t=0v =3

(=0v 1= \.l'l'g % .“_I—\."lg
w(0)=4cos(0)=4
v(\/3) =4cos(23) =-3,79
y(-y3) =4cos(-2y/3) =-3,79
Dus in (0, 4) en (0; -3,79).
b In de buigpunten is de hoek tussen @ en v 0° of 180°.

c (-2,-1%)en(2,-123)
|9 | =7,27

e e A _% . 3
@ a Voort= 2|sp—(0)en v—(o).
Op t=-2 ligt het punt P op de x-as en heeft het punt P een verticale snelheid van 0 en
de versnelling is naar beneden gericht, dus de baan raakt de x-as.
b (-0,02;-0,22), (0,66;-1,91)en (-0,47;-4,7).
In deze punten heeft v [ cen lokaal minimum.
c x=-6
Hoe dichter je ¢ bij 7 = -3 kiest, hoe dichter de x-codérdinaat nadert naar x = -6.

10.6 Snelheid en versnelling

Bladzijde 93
@ ar=0geeftx=0-0=0eny=0-6=-6,dus opr=01is P in het punt (0, -6).
L t -2 =1 0 1 2 3 4 5 6
X 12 5 0 -3 -4 =3 0 5 12
v -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6
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6
L]
4 ,..-//
L
/ & x
4 T 2 4 6 8 10 12
2
.
-8 \\"‘*-n._“
\\\‘h
-10

; . =3 -4 1
¢ De verplaatsing van P op [2, 3]is ( ) = ( )= ( )
0 =2 2
Bladzijde 95
@ a Evenwijdig aan de y-as, dus x'({) =0 A p'(1) #0
L—4=0A2t-2%#0

2=4A2t42
(t=2vit=-2Aat#£1
t=2vi=-2

r=2geeﬁx=%-23—4-2=—5§eny=23—2-2=0
t=-2geeftx=1-(-2)) ~4--2=5Leny=(-27-2--2=8

Dus de punten (—5%, 0)en (53, 8).
b Door de oorsprong, dus x(¢) =0 A p(f) =0
1P —4=0Ar—-2t=0

HA-12)=0At(t—2)=0
F=0w F=12)n (t=0n 1 =2)
t=0

Stel /: ax + by = 0.

i=(w) ~(o-2)~(2)* ([}oi=(2)

Dus/Z: x —2y=0.

Bladzijde 96
@ a Naar links bewegen betekent x'(r) < 0 en omhoog bewegen betekent v'(1) > 0,
dus (<0 Ay'(f)>0enditgeeft ? —4<0n2t—2>0.
br—4<0A2t-2>0
P<4a2t>2
—2<t<2at>1
1<r<2
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@ a x(r) =1 - 2geefix'(r)=2t
W) =8 — 4t geeft y'(£) =32 — 4
Raaklijn evenwijdig aan de x-as, dus y'(£) =0 A x'(¢) # 0
32—-4=0A2%0

3t=4nt#0

2=3At#0

f—{§:§J§VTZ‘§J_
t=3Bgeefix=4-2=-%eny= %\’5)3—4-§ﬁ=;—‘\,6—%\,2—15(
r=—%\,"§geef{ r=§ —2=—% eny= (—%\/'E)s—4-—%\f§=—§\x§+2§,—4\/§= 1%\,@

Dus de punten zijn (-3,-123) en (-3,124/3).
b v(-1) = V&P + 0D = VE2P+ (1P =5

¢ x()>0Ay())<0geeft2t>0A3~2—-4<0
t>0A32<4

t>0A2 <}
r>0m—¢§{r<d§
t>0A-33<1<3\3
0<t<3\3
d x=2geeftrr—2=2
=4
t=2vit=-2

t=-2geefty=(-2)’—4--2=0ent=2geefty=2>—4-2=0.

t ==-2 geeft het punt (2, 0) en t = 2 geefl het punt (2, 0), dus de baan snijdt zichzelf in (2, 0).

e (30
e 20 oy x'(=2) _ 4 5 (1
=-2seen 2= ))-(5) 2 ()

O 1o

TR
2 -2
Dus g = 53,1°,
@ 2 x()=0geefi2t— =0
e(12-72)=0
t=0v £=12

t=0vit=23vi=-23

t=0 geeft (0, 0),

t=2\3geefty=1-12-2-2{3=3-4/3,dus (0,3 - 4,/3)

ent=-2\3geefty=1-12-2--2\3=3+4/3, dus 4(0,3 + 4,/3).

d4,B)=3+43-(3-43)=83

b x(n=2-12eny’(n=1t-2

Raaklijn evenwijdig aan de x-as geeft y'()=0Ax'() #0

3—2=0A2—32+0

lt=2A12#2

1=4Arr+4

t=dAat#E2at#-2

t=4
t=4geeftx=2-4—1 4 =-2 eny=74-42-2:4=-4,dus (-23,-4).
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Raaklijn evenwijdig aan de y-as geeft x'(f) =0 A ¥"(z) # 0
2-12=0akt-240
(=2vt=-2nt#4
t=2vit=-2

t=2geeftx=2-2-1.29=22eny=1.22-2.2=-3en

t=-2geeftx=2--2-1-(-2))=-2Z eny=5§-(-2)*—2--2=5.

Dus (2_%,-3) en (-22,5).

¢ Bij de oorsprong hoort = 0 (zie vraag a).
v(0) = VE'(0)? + ('(0))* = V22 + (-2)° = V8 =22

d [Vl =V&OP+ 007 =V(2 -1 + (ki - 2)?

Voer in y; = [(2 =12+ (1x - 2)%.
De optie minimum geeft x =2,11 en y = 0,97.
Dus de minimale snelheid is 0,97.

Bladzijde 98
2 , 2
V(1)-d(l) (1) (3) 4-3

s i - 1 _ 17
@ (1) V() | V22H(1P2 5 V5 Y3
@ cos(g) = a_‘)’([)
@] afd) Va0
s () 3) EGCIEGIREG]
EOIRELC] Y- a)
a=—5 1
EG)
@ a Snijden met de x-as, dus y =0 geeft +* —3t=0
Wrr—3)=0
t=0v£=3

t=0vit=+3vi=-3

De baan passeert D twee keer, dus op t=-y3enz=3en Cop=0.

Snijden met de y-as, dus x =0 geeft £ —4 =0
r=4
t=2vt=-2

t=2geeft y=2%-3-2=2, dus de baan passcert 4 opt=2enBopt=-2.

Dus de punten worden in de volgorde B, D, C, D, 4 doorlopen.
B

5 2-4 N 2t N 2
b r(t)Z(F_,‘_ 3{) geeft v(1) =(3I2_3) en ali) :(6!)

(20=3) (o)

32-3) \6t) _ 4+18°—18 187 — 14
JOT+ (23 JAF+O9F—182+9 |9/ — 142 +9
e [v@)| =P+ Gi-37=V(2- 27 +(3-22-3)’=97
18-2°-14-2 116

J9:-24—14-22+9 97

ab(f) =

a,(2) =

64 Hoofdstuk 10
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d a,()=0geeft 18 — 14t=0

2092 - 7)=0

t=0v =%

t=0vr=£vr=—\f§
t=0vi=3\Tvi=-1/7

vold. vold. vold.

VO |=y0+9=3
| VGV [ =@ TP+ 3‘5_3}2:{?:\,@'&:]%\’2
=112

\vum-w P+ G-
3)

e |V(1)| =202+ (32 - 3)

Voerin y, = \j(zx) 4 (=
De optie minimum geeft y = ] 886 voor x =~ -0,882 en x = 0,882.
Dus de minimale baansnelheid 1s 1,886.

f t=1/3 geeft x = (\5)2 —4=-leny=0
t=-3geeftx=(-3V-4=-leny=0
Dus de baan snijdt zichzelf in D(-1, 0).

Ill,_ - 5]
=3 geeft V(3) = (2;3) ent=-3 geeft v(-\3) = ( 2‘!3)_

vy N |

= B A |
os(p) = ‘(2 3 ‘ )‘ (J12+36p 48 °
Dus ¢ = 60°.
Bladzijde 99
@ a Snijden met de x-as, dus y =0 geeft 12 -2t =0
(t-49H=0
t=0v =4

t=10 geeft (-2, 0), dus 4 hoort bij t=0 en B hoort bij r= 4.
Dus de punten worden in de volgorde C, 4, D, B doorlopen.

b 7= (5!2_21) geeft (1) =(r_’2) en @(1) =( :)
=24 \1J  egtr—2 =2

JE+(-22 \P+P—-dt+4 2P —4i+4
¢ V(1) L d() geefta,(t)=0
2t-=2=0
=1
voldoet
t=1geeftx=1-2=-1eny=1-2=-1}, dus (-1},-11).
4|0 | =VE+G-2P=JE+P—4i+4=\27 4 +4
-4 ia
i e = L geeft |¥(1)|=2-4+4=12

Dus de minimale baansnelheid is +/2.

ay(r) =
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e Bhoortbij t=4, dus | ¥(4) | = V&2 + @ - 2)2 = 20 = 2,5.
Snijden met de y-as, dus x =0 geeft ;22 -2=0
1#2=2
£=4
t=2 vit=-2

Bij C hoort dus #=-2 en dit geeft | ¥(-2) | = J(-2)? + (-2 — 2)> = 20 = 2,5.

Dus de baansnelheden in B en C zijn gelijk.

3t = 5
MO = eeft { =

f E(-11,21) invullen in {
e () -,f‘_

=2 =1
12-2t= 25
2t—2=-4
2t==-2

Stel k: ax + by =c.

— — -1 —5 3
Fe= v(—l)=(_3)geeﬂ nk:(—l)

Ix—-y=c ol _ml
door (-1 M)} lg—=2=~1

Dus k: 3x—y=-T7.

25¢

t=-1

5 o 25 )
@ r(t)—(_5i3+ 15;+3)‘g¢cn 1”(”_(—10;4- 15

Y(0)| =257+ 157 29,2 m/s

b De hoek met de horizon is de hoek met de x-as.

6

& 1
Neem r,_, = (0)

25
0 —
V()= (15) — ’ H ‘ \/850
Dus ¢ = 31,0°.
¢ )(7) is maximaal Voorr—vz—_= 13 eeftynm——S-(lé—)"*IS I I
d v()=0geeft -5+ 15t +3=0
=3p—5=0

(=137 -2} -3 =0
2
(r—lé) =23
1t = 2 v -1} = /28
t=15+ @vr—l \fz_;f;
voldoet voldoet niet

r=1%+\#

255 geeftx = 25(1% + \,'2% ) =79,704...

Dus de speer komt 76,7 m achter de afworplijn neer.

% _ 25 3 > 0
¢ vt{t)—(_mf : ls)geeﬁ a(r}—(_m)

De snelheidsvector is de valversnelling van -10

Bladzijde 100
@ a Snijden met de x-as, dus y=0 geeft > —4 =0
=4

m/s>.

t=2wvt=-2

= W—dg r£-4
r(t)—( ‘2_4)geettv(f)—( 2 )

— 0 —
t=2 geeft v(2)=(4) ent=-2 geeft v(-2) =(

66 Hoofdstuk 10

%)

De snelheidsvectoren in 4 en B zijn verticaal, dus de raaklijnen in A4 en B zijn verticaal.
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b y=5geeftr?—4=35
£=9
t=3vt=-3
t=3geeftx=1-3"~4-3=-3,dus /=3 hoort bij C.

|¥®)| = VB 47+ @37 = V5 + 62 = Vol
—>(I]__(I2_4) i fl_)t _(23)
v(t) = 2 geeft a(r) = ,

5\ (6
_?(3)-3(3)2(6) (2)_30+12_ 2 _g [

3j= ——" = == =42
ﬂ'b( ) |_;(3)‘ \,"'61 \,"’6_1 \,1"6] 61 N
(:2—4)_(21)
) ()_ 2t 2 20-8t+4t 2P -4
% “AP+ () JA-8R+16+47 P42+ 16
Voeriny, = A

=42+ 16

Optie minimum geeft x ~ 0,851 en y = -0,588.

Dus de baanversnelling heeft voor £ = 0.851 een minimum van -0,588.

d Snijden met de y-as, dus x = 0 geeft %r“ —4t=0
2 -12)=0
t=0v =12
t=0v =23 v t=-2/3
t=2\3geefty=12-4=8ent=-23 geeft y=12-4=8.
Dus de baan snijdt zichzelf in D(0, 8).

ey e 8 8
t=243 gccﬂ I_J)( \."?] (4 3)ent——2 3gceﬁ p( 2\;3]=( 4\5)‘

‘ 4\,3‘ 64-48 16

oste) = ( ) ( T (earase 112 7
4\23 )
Dus ¢ = 81,8°.
Diagnostische toets

Bladzijde 102

=2 — -3 4 3 4)
P4+ - + 7. =
@O c=-ad+2p (2) 2 (—I) (2
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In AOABis OA =4 en £0=45".

_4 _ 55
Dus OB = .-'E 2\.!2

v
Ook OC = 2./2, dus de lengte van de componenten is 2+/2.

© -k (i)=g+i(?—3}

(3o

-4 1
b M is het midden van BC, dus m :%[E + ?} - é—(( ) + ( )) =_~l,

'
N
|
——
1
U
e —
|B
ey A
o LA
—————
b
AT
e
e
1]
—
oo
S —
|
.
i
o
S —

- Qs (0)-(9-(2) - | B

¢ Stel eerst een vectorvoorstelling op van de lijn door AC.

n: (v) =d+Mc—-a) ; (::) : (Z) " ).( .—152)

: 6 =
Dus cen vectorvoorstelling van het lijnstuk AC is (r) - (8) + fl( ) AD=iz].
Y
o x=-2geeft3 +51=-2

5A=-5
A=-1
A=-lgeefty=-5+2--1=-5-2=-7

Dus A ligt niet op k.

x=13geeft3+54=13

5A=10

A=2
A=2geefty=-5+2-2=-5+4=-1
Dus B ligt niet op k.

x=23geeft 3+51=23

54=20

A=4
A=4geefty=-5+2-4=-5+8=3
Dus C ligt op k.
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x=3+64|1 x = 3+64
- {y=4—). ‘G‘Eeeﬁ{@:%—ﬁi

x+6y= 27
Dus f: x+ 6y —27=0.

|4+6-3—27|:\—5|___ 5

A k)= —=—_=3.137
dR="mre 7 @ TV
x=3t+2 |1 x =3t+2
b {}":r""4 S‘EQEﬂZ {3}'::“'" 12 B
x—3y=14
Dus/:x—3y—14=0.
4-3-1-14 -13 -
a'(B,!]=‘ —_— ‘=| ,_‘: }_=1%\;10
JIZ2+(-3) J10 /10
|5-4+3]| _|4]| _

¢ m:y=x-+3ofwel m:x—y+3=0geeft d(C,m)=

4
S . SN
VEEHEDE 2 2 2

© Stelky=ax+b 3ih=2
Door 4(3,2) o -
b=-3a+2

Dusk:y=ax—3a+2ofwel kax—y—3a+2=0.
|8a—7—3a+2|

Va2 + (-1)?
5a—5] _ s
Jaa+1 "
|5a—5|=\54%+5
25a* —50a+25=5a*+5

20a* — 50a+20=10
ad=2l41=0

(a=3)@-2)=0
a=;va=2
Dusk;:y=3x—33+2ofwel k;:y=3x+3 enky y=2x—3-2+2 ofwel ky: y=2x— 4.

d(B, k)= \/5 geeft

© 2 »*+y*=10,dus M(0,0) en r=1/10.
Ste]k:y=ax+b}

doorl,-3) |8 9T

b=a—3
Dusk:y=ax+a—3ofwelk:ax—y+a—-3=0.

d(M, k) = \/TO geeft ‘“”_3| =10
Jat+ 1
la—3|=10a7+ 10
al—6a+9=104+10
9a> +6a+1=0
Ga+17=0
3a=-1

Dus k: y=-x — % — 3 ofwel k. y=-3x— 33.

b Stel/: y=3x+bofwell: 3x—y+b=0.

d(M, 1) = /10 geeft @ =10
\,1'10
'b|=10

b=10v b=-10
Dus/;:y=3x+10en/,:y=3x-10.
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Stel m:y=ax + b.

v=r:rx+b}
* dg+b=2
door(4,2) b= —4q

Dusm:y=ax+2—4a ofwel m:ax—y +2—4a=0.
2-4

d(M, m) = /10 gccﬂ%= Y10
N

|-4a+2| = V10a2+ 10
166> — 16a+4=10a2+ 10

6al—16a—6=0
a-28a-1=0
(a— 3](a+') 0

a= 3va——§

Dusm,:y=3x+2—4-3 ofwel m;:y=3x— 10enmyy =-3x+2 —4--3 ofwel my:y=-3x + 3%,

n staat loodrecht op p:3x+y—5=0ofwel p:3x+y=5,dusn:x -3y =c.

|-<]

d(M, n) = /10 geeft = /10

( a”_} v gee Vm hY,
|-c|=10
=10 v -¢=-10
c=-10 vec=10

Dus/;:x—3y=-10en/l,:x—3y=10.

Bladzijde 103

(3 I

— 7 =

 =b-a=

Fin a (4)
3
1

Dus Z(A4B, BC) = 26,1°.
—5 6 — HS '3 "2- _l
"‘B:(l)"“ Tac= ¢ ”:( 1)_(3):(~4)

Dus Z(4B, AC) = 66,50,

— — =3 —=> 3
re=r= 2 ,dus n, = 5)

nidetSp=gl ., A
door (3,4) }C—3 3+5-4=29
Dus n: 3x + 5y =29.

cos(Z£(AB, AC)) =

70 Hoofdstuk 10
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¢ plr,dusp:dx—y=¢ sl
door (-2, 3)
Dusp: dx—y=-11.

@ Substitutievanx=-2+2deny=3—Alinl: 2x—3p=22 geeft 2(-2+24) - 3(3 1) =22
-4+44—-9+3.=22
74=35
A=5

A=5geeftx=-2+2-5=8eny=3—-5=-2, dus 5(8,-2).

7-zvac+cp-aac+ac,=(0)+(* M)+ (L) (L)
d=da i L 0 d c—a N -ate+d
e — = b c—b d ctd

”’—f’+BC+C”‘b+BC+BCR_(o)+( d )+(b—c)_(b—c+d)

ﬁ?:}?_{?:( c+d )_( c—d )z( 2d )=2 d
b—c+d -at+c+d a+b-2c %a+%b—c

Dus CM 1 DHen DH=2-CM.

@ a x(=4-2teny' (=202t
x'(N)>0geeft4—2t>0

-2t>-4
t<2
y()>0geeft2i*—2¢ >0
2(t—1)>0
y
y=2f- 2

r<0wvit>1
t<2A(<0vit>1)geeftr<0wv1l<t<2
Dus voor t <0 v 1 << 2 beweegt P naar rechts en omhoog.
b y'(f)=0 geeft=0 v ¢ =1 (zie vraag a) met de bijbehorende punten (0, 0) en (3,-3).
x'(f) = 0 geeft 1 =2 (zie vraag a) met het bijbehorende punt (4, 11).
Dus evenwijdig aan de x-as in (0, 0) en (3,-1) en evenwijdig aan de y-as in (4, 1}).
¢ Snijden met x-as, dus y =0 geeft 5/ — 2 =0
2(3t-1)=0
t=0vit=1
t=0v t=13
vold. niet vold.

V(0| =@- 207 + 22— 21)
[¥(13)| = J@-37+ (4 -3P=[1+2} =3} =43

d Voer in y, = /(4 — 2x)2 + (2x2 — 2x)%.
De optie minimum geeft x =1,317... en = 1,600...
Dus de minimale snelheid van P is ongeveer 1,60.
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-2
" =-2 M) =4¢ — 2, dus ). =
e x'(f)=-2eny"() s ) (4;—2)

a(t) evenwijdig met de x-as geeft 4t — 2 =0

4 =2
-}
w(1) =44 - (P =1 eny(3) =3- (P - (4 =)

Dus in het punt (l%, })

() (io)
v3)-a@) _\12) \10) _4+120 _ 124

fa(3)=—- —=1%./37
el -3) "’”
12

A+ 144 148
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11 Integraalrekening

Voorkennis Herleiden

Bladzijde 106
(1 39 m xE=dx2\x

2_
b ?—?x‘%—:so $oxexi =24x- Yx
4
¢ :lz—ile—lct 3ox2m =6x23x
d 3 ,Cll _2.L__L_
-1 xii o oxfx
5 5 s | 25 25
e —rxH=5-%.—=- =-

-2} T s 123
B o 4o s 1 B 8
b =0 o™ e d 200 U
33 x5 200 2007 gx

Bladzijde 107 !
o a jf(x)=xIn(x) — x geeft f'(x) = 1"In(x) +x'— —1=Inx)+1-1=In(x)

| 2x _4x—3+ 2 6x—3

b [4x — 3 geeft =1 \ax—3+x —F——-d=Ax-3+ = =
A= =S e SR = = g Y " B3 A3 =3 -3
, 2e¥ 46 (e —5)-60 Re¥-Ge¥+30e% D™+ 30e¥ ¥ +15
[ f( }_ P geeft f {JC) = (2333’)3 4.e6x - 4ebx N 2e¥
d f(x)=xIn%(x) — x*In(x) geeft ['(x) =2x In?(x) +x?-2In(x) % — 2x+ In(x) — x%- % -

2x In?(x) + 2xIn(x) — 2xIn(x) —x = 2x In?(x) — x
| 6x3

e f)=6xyx*+1geelt fi(x)=12x-yx*+1+ 6x3-ﬁ-2x =12xyxt+1+ =il
VAT T VXT T
262 +1) 6 120+ 12x+6x° _ 182° +12x
Ve+1 P+l V2 +1 Va2 +1
Fegr go—q 5 5
= = = X ¥, —_ i SR +
f flx) n(2) = In(2) "E—(eF =)= n2) 2 —e' + e geeft
5 . . 1 e
x)=——+2%:] —pt—p =52 |4+ | =5.2%—
A In(2) (@) - et - e =5 (e B‘) > e
© 2 /@S =a(p?-4-3-4) ~a(p?-p-—5-p’) =n(4p? - 213) —n(p* -~ 3p?) =

n(4p?—213) —m- 3p3—n(—§p +4p"—2l ;)
b f(20) - f(p)=n(p? 20—} (20)) —a(p? p—3-P*) =n(2p* —3-8p°) —n(p® - }p°) =
n(2p* = 23p* —p* +3p) = - lamp?

¢ /Gp)—1(p) =n(p*-3p—5-Gp)') ~=(p?-3p—1- (3)') =
(415‘ _? 64103)_ (.-P ;" % “(49 _64P (1? "']_4P.) (64:‘03_"""119) lnq np®
d 7(30) ) ==x{pPdp—% (o)) —nlp?s} = b)) =l ~ 1 50) —nlpp- 1<) =

(3P =30+ 51)
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11.1 Primitieven en integralen

Bladzijde 108

© 2 g(x)=x* +cgeeftg'(x) = 3x? en dit is f(x).

b g(x)=x*+c

o 2B +c=15
c=1
Dusc=17.
Bladzijde 109

a Fix)=(?+ 15+ 1geefi F'(x)=6-(x>+1)°-2x = 12x(x* + 1)?
Dus F'(x) = f(x) ofwel F is een primitieve van f.
b Gx)=(lx—1)e¥—2geeft G'(x)=1-e¥+ (1x—1)-2e¥= (} +x-1) e¥=xe¥
Dus G ‘(x) = g(x) ofwel G is een primitieve van g.
+
¢ H(x) =In?(x) + 2In(x) + 3 geeft H'(x) =2In(x)- -1— +2- lr - M

Dus H'(x) = h(x) ofwel H is een primitieve van A.

ci_r_ 10 Zete3ed — (63" — ]0) et B 66:& - 2534" +20e* 5 464.\' +20e* B e3,r +5

d Jx)= —4 geeft.J'(x) =

2e* (2e%)? 4e¥ 42
Dus J'(x) = j(x) ofwel J is een primiticve van /.
e K(x) = sin’(x) geeft K'(x) = 3sin*(x) - cos(x) = 3(1 — cos*(x)) - cos(x) = 3cos(x) — 3cos*(x)
Dus K'(x) = k(x) ofwel K is een primitieve van k.
a F(x)=1x° geeft F'(x) =x*
Dus F(x) = 1x5 is een primitieve van f(x) = x*.
b G(x)=je¥* ! geeft G'(x) =je¥ -4 =gtt!

Dus G(x) = e "1 is een primitieve van g(x) =e* 1,

3 I
— = .3x T = — = I = 3%
c H(x) n(3)  In(3) geeft H'(x) InG3) 3*-In(3)=3
3> . .
- h(x) = 3%,
Dus H(x) In(3) is een primitieve van A(x) =3

d J(x)=xIn(x) geeft J'(x)=1"In(x) + x- % =In(x) + 1
Dus J(x) = xIn(x) is een primitieve van j(x) = In(x) + 1.
e K(x)=1sin(2x) geeft K'(x) =1 cos(2x) -2 = cos(2x)

Dus K(x) = % sin(2x) is een primitieve van k(x) = cos(2x).

Bladzijde 110
Flx) =

d l X"l + e geeft F'(x)= dnt 1" = ax”

n+ n+1

Dus F(x) = i " x" "1 + ¢ zijn de primitieven van f(x) = ax".
n
g . 1 :
Fx)=—=—+c=—— g'+cgeeft F'(x)=——g"In(g) = &'
) n@) ¢ ) & TEEE (x) ing) & n(g) =g
X
Dus F(x) = lf@ + ¢ zijn de primitieven van f{(x) = g*.

Fx)=e"+ec gecﬂ F'lx)=¢*
Dus F(x) = e* + ¢ zijn de primitieven van f(x) = e*.

F(x)=In|x| + c geeft F'(x) :%
Dus F(x) = In|x| + ¢ zijn de primitieven van f(x) = %

F(x)=xIn(x) —x + e geeft F(x)=1-In(x) +x- % =1 =In(x)

Dus F(x) =xIn(x) — x + ¢ zijn de primitieven van f(x) = In(x).

74 Hoofdstuk 11
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] -In(x) = (

! ! Inx) _
In(g) In(g)

In(g) (xIn(x) — x) + ¢ geeft F'(x)= In(2)

Dus F(x) = (xIn{x) — x) + ¢ zijn de primitieven van f(x) = ¢log(x).

F(x)= -(]-1n(x)+x-%— l) = flog(x)

1
In(g)
F(x)=-cos(x) + ¢ geeft F'(x) = sin(x)

Dus F{(x) = -cos(x) + ¢ zijn de primitieven van f{(x) = sin(x).

F(x) = sin(x) + ¢ geeft F'(x) = cos(x)

Dus F(x) = sin(x) + ¢ zijn de primitieven van f{(x) = cos(x).

a

a e B ; a _a ; _
e ¢ kan niet kloppen, want N bestaat niet en x" = 1 voor x # 0.

b fx)=x"'= %geeftF(x} =Inlx|+¢

e [a-Fl'=a-F'=a'f
Dus als F een primitieve is van f, dan is a* F een primitieve van a f.

© 2 /(v)=axgeeft F(x) =

f(x)=6x2 geeft F(x) =1-6x* +c=2%+¢

o

b f(-l‘)=2);3+5x4 geEﬁF(x)==]_i'2x4+%'5x5+6‘=%):4+x5+,«g
; w2 ar P ) | l
¢ /®)= 2x3 ZF_E=%I_ngee‘c“‘?(x)=l—xz+xt+c=ilx2+g+c
10
- 11 i ‘ﬂ:F — +
d f(x)=10*geeft F(x) T
e f(x)=52%geefiF(x)=5" 2 _2

+c= +e
In(2) In(2)
f f(x)=x?+sin(x) geeft F(x) =1x* —cos(x) + ¢

X
g ,f(-x)=l;2 =%+Zx'4geeﬂF(x]=ln|x| +%x'3+c=ln|x|—32?+ &

h f(x) = xyx — 2cos(x) = x'» — 2cos(x) geeft F(x) = 2L1x3% —2sin(x) + ¢ = 2x?\Jx — 2sin(x) + ¢
2
©Q 2 /() =x"-3xgeeft Fx)=1x"— 112+ ¢
b f(x)=5e*geeft F(x)=5¢"+ ¢

¢ f(x)=x4_6 =1y —3x3geeftFx) =1x2+3x2+c=1x? i+c
2,3 24 / 1 2 4 252
; ! 3"
d f(x)=3"+x%geeft F(x) = G ¥t
e f(x)=2In(x)geeft F(x)=2(xIn(x) —x) + c=2xIn(x) - 2x + ¢
f f(x)=In(2x) =In(2) + In(x) geeft F(x) =In(2)-x +xIn(x) —x +c=xIn(2) +xIn(x) —x + ¢

Bladzijde 111
0 a flx)=e*t=¢*-e=e-e*geefiF(x)=e-e*+c=e"*1+¢

b _f(x)=f—3=8x‘3geeﬂF(x) = 'i-x'2 +i =—:_1—2+ ¢

-2
c f(x)=7_x_+2x+3 =-x2+ 273 + 3x7* geeft F(x) =x! —x7?2 e .
x* ES
d f(x)= ln(.wri] - In(.r]:l) = l%ln(x) geeft F(x) = 1%(xln(x} —X)tc= lﬁxln(x) = l%x +.¢
g Y _ = 4y 2 oy 1 _ _ _xIn(x) —x
e f(x) lo;,(x) log(x™") log(x) geeft F(x) In(2) {(xIn(x) —x)+¢c n2)

f f(x)= Slog(2x) = 5log(2) + Slog(x) geeft

F(x)=5log(2) x+5 —ln(l{}) (xIn(x) —x) + ¢ = 5xlog(2) In(10) +

© 2 /()=2x-3geeft F(x)=x*-3x+c
b Fix)=x*-3x+c¢

; Z2—3-1+¢=
door(1,2) }_33_3::; 2
c=4

Dus F(x) =x>—-3x+4.
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¢ De grafiek van F(x) = x> — 3x + ¢ raakt de x-as, dus D =0
(-3 —=4-1-¢=0
9—-4e=0
~4e=-9
c=21
Dus F(x)=x>—3x+2}.

@ = 1P2=x*-22+1geefR Fx)=ix -2 +x+¢
F)=1x*-33+x+c| | o L
door (1,7) g ol

Dus F(x) =1x% —2x + x + 6.
0 F(x) = (ax* + bx + c)e* geeft

F'(x)=(ax+ b) e+ (ax> + bx + ¢) - 2e¢X = (2ax2 + (2a + 2b)x + b + 2¢) e
Dit moet gelijk zijn aan f(x)=x’e™, dus2a=1A2a+2b=0Ab+2c=0.

2a=1geefta= } 1
2:5+2b=0
2a+2b=0 Zb—-l
b=-3 BT .
b+2c—0}22:‘f'° 4
=1

Dus a =l: b=-%enc=i.

Bladzijde 112
@ a O(p) = O(rechthoek) + O(drichoek) =p-b +1-p-(ap +b—b)=bp + sp-ap =5ap?> + bp

b O'(p)=ap+b
Dus O'( p) =/(p).

Bladzijde 113
® a f(x)=0geeft3x? —x*=0
x*(3-x=0
x=0vx=3

y

3
o) = ]{3»» ~adr =[P - o] =P -{-34-(0-0)=27-20; = ¢]

b J(3x3—x3)dx=%-63

p-ipt—(0-0)=3
P =it =3

Voer in y, =x* — {x*en y, =33
Intersect geeft x = 1,84 en x = 3,74.
Dus p = 1,84
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Bladzijde 114

Qs
f
--"-'.-—-‘-.-—
V
X
0
x=12
12 12 " -
V)= [ Jrde= | xde=|3x"%| =|3xJx| =2-12{12-0=8/12=163
ou{v { [3x1] = 3o ] =314 . :
b O(F)=18 c v
r
x f
f\-fxdx= 18 /
] | e
p -
[3xvx] =18 = Wy | W, x
s 5 0 |
PP o iy
pyp=27 B
kwadrateren geeft (:( W)= :V )
3=
pP=1729 e [
p:9 \‘[}[‘\-rd.l [\.rM
vold. |:2,[ .")_‘—]4: I:gx\/'}:r
¥ V_ o L3 —da
£-4yi-0=3pp~ 4
%pvféfz..%.4va”
pryp =16
kwadrateren geeft
p=256_
p =256
vold.
15 I
!
w
X
o “
X=3n  x=p

OW)=50(V)

fsin(x)dx=_%- fsin(x}dx

In 0
[-eos()]L, = 4 [-cos@)]]

—cos(p) + cos(%n:) - é—(—cos(n} + cos(0))
~cos(p) +,_1, =_%(1 +1)

—cos(p) +1=1

-cos(p) =3

cos(p) =~}

p=in
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e] o)
x=p Xx=p x=20
ary=>5 OW)=2-0(F)
2 2 P,
[c"clr= 5 ]c*’cb:=2j e*dx
] el 0
[e_'r] f 5 [er] 2p = 2{6,\-]1?’
0 P 0
e?—el=35 e —e? =2(e” —¢l)
e’—1=5 e —eP=2er—2
e’ =6 (e?)*—3e?+2=0
p=1In(6) Stel e” = u.
w-3u+2=0
(—1u—2)=0

u=1lvu=2
ef=lwver=2
p=0 v p=In2)
vold. niet vold.

Dus p =1In(2).
Bladzijde 115
® a ¥
@]
x=p
D o) = [In@dr=[xIn(x) ~x]} = eIn(e’) —e>~ (In(1) ~ 1) =2e> —e> + 1 = > + |
1
b O(F)=10
n
f In(x)dx = 10
!

[.r]nx—x]f’= 10
pin(p)—p—(n(1)—-1)=10
phn(p)—p+1=10
pin(p)—p=9

Voer in y, = xIn(x) —xeny, =9.
Intersect geeft x = 8,174.

Dus p=8,174.
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11.2 Oppervlakten
Bladzijde 117

@ a F(x)=aBx+ 1)°+ ¢ geeft F'(x) = 6a(3x + 1)3+3 = 18a(3x + 1)}
b F'(x) = 18a(3x + 1)° moet gelijk zijn aan f(x) = (3x + 1)*, dus 18a = 1 en dit geefta = 1%.

@ [éF{_ax +b) + r::| = %-f(ax+ b)-a=flax+b)
Dus éF(ax + b) + ¢ zijn de primitieven van f{ax + b).

Bladzijde 118
€D a f(x)=(ax+ b)" geeft F(x)=

(@x+byl+¢

+1)

ax +h

b f(x)=g™"b geeft F(x)= cfln(g) +e

geeft F(x) = IEln lax+b| + ¢

¢ J)= axl+b
d f(x) = In(ax + b) geeft F(x) = l((ﬂx +b)In(ax + b) — (ax + b)) +¢

e f(x)= clog(ax + b) geeft F(x) = I—(g) ((ax + b)In(ax + b) — (ax + b)) + ¢

f f(x)=cos(ax + b) geeft F(x) = é sin(ax + b) + ¢

m e

b f(x)=(4x+3)4x +3 = (4x + 3)": geeft F(x) =} 2], dx+3)5+e=1dx+3)* JAx+3+c

3

@ a f(x)= (2xi |)4=3(2_r— 1)* geeft F(x)Z%-%(Zx— N3 +e=-

J(x)=2sin(3x + L:rt) geeft F(x)= —%005(3\‘ + l?t) +c
d f(x)=x>—In(tx+ 1) geeft F) =1 -2(({x+ PIn(lx+1) = (dx+ 1)) +e=3 -+ DIn(dx+ 1) +x+2+¢
¢ f(x)= geeﬁF(x)=6-§-ln|3x+l|+c=2|n|3x+]|+c

f fx)=e™1 -4~ geeft F(x)=1et+!- —31111(4) et g =dgbitl— e—;(4) +c

(Gx+2)In(3x+2) - Bx +2)) +¢

]

_(I5x+10)In(3x+2) ~15r 10

g f(x)=5log(3x +2) geeft F(x) = 3In(10)

5
31n(10)
h f(x)=3x—cos(3x + 1) geeft F(x) = 13x? —1sin(3x + 1) + ¢

© a f)=(2x— 1)f geeft Fx)=1-1(2x— 1) +c=4(2x—1)"+¢

1 1 1
b g = o = G+ ) geeﬂctx)=—-—2(3x+4J'2 ST

¢ h(x)=4y3 —2x=4(3 — 2x): geeft H(x) = _— 3(3 2x)ks + e=-133—2)\3—2x+¢

d j(x)=%=2(1 — 2y} geeft Jo) =-2-2(1 —x) + c=-AT—x +c

@ a fix)= 4sin(%x) geeft F(x)=-3 *4005[_1—,1) tc= —12(:05{_1;;:) +c
b g(x) =x? — 5cos(2x) geeft G(x) =1x3 =1 5sin(2x) + ¢ =1x? = 2Lsin(2x) + ¢
¢ Ax) = sin(2x + ';rt) geeft H(x) = -l:cos(lx + %H) 4
d j(x)=3cos(lx - Lln) geeft J(x) =2 3sin(ix— Ln) + ¢ = 6sin(ix — ln) + ¢
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Da fe)=——
j(x)— SgeeftF(x) 13ln|2x—5|+c=13In|2x—5]| +¢

f(x)—c“‘ I geeft F(x)=1e¥ 1+¢

d j(x)=In(4x — 1) geeft F(x) =5((4x — DIn(dx— 1) —dx - 1)) +c=(x—3)In(dx — 1) ~x + | + ¢
e f(x)=x+ )y2x+1=2x+ ) geeft Fx) =1 2@+ D2 +e=12x+1)?- y2x + 1+

| geeft F(x)=In|x — 1] +¢

=3

(]

AL _ 23\.\’ B 23.\'
f f(x)=2" geeft F{’.Y)—E'M_FC— 3111(2)+(
o T R L U
8 Bt =5 n3) SIn(3) ) .
= | (Sx 3)In(5x + 3) — (5x + 3)
h f(x)= ‘log(5x + 3) geeft F(x) = —] n(2) ((3x +3)In(5x +3) = (5x +3)) + ¢ SI0) + 0

Ly

250 T(Zx+ cos(

1

I
3%

b [ (2= 2sin(x— ) dv = [} + 2cos(x — i) |

m

s L A e, o T .
dm+2-13— (Lem®+2-1) =’ +{3-2

x))dx =22+ 2sin(1) | "= (n)* + 2sin(ln) - 0+ 0)=3n2+2-1 =l + 1

0

| —

:;—(g ) +2c0&[ ] (‘(%n)3+2005(0))=

7|_. THi=

@ a De regel gaat over functies van de vorm f(ax + b) en g is van de vorm f(ax® + b).
b G(x) =a(4x>— 1) geeft G'(x) = 11a(4x? — 1), 8x = 12ax\/4x? — 1
Er bestaat geen waarde van a waarvoor G'(x) = J4x? — 1.

Bladzijde 119
@ J(x)=0 geeft 1 + 2005('5,?(— %n] =0

I

2cos(5x - 3m) =-1

cos(3x — 3m) =-1
Ix—in=ia+k-2avix-3n=-in+k2n
ix=ln+k2nvix=¢nt+k-2n

x=3n+kdnvx=in+k-4n
x op [0, 4n] geeﬁ3‘=§n vx=3nm

3
O(V)=J‘(1+2cos(%x—§:r)]dx=[x+4sin(2r——:tﬂ =3n+4sin(3n) — (In+4sin(-2x)) =

Im+4-3\3-(3n+4--3\3)=3n+23-jn+23=2n+4\3
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V

o
X==p xX=p

O(¥)=20(W)

}23' rdv= 2}2 ol ey
5 J

[—3-26“.:”]_[; =2[-3-2¢ \]:

[-6er-#]° —2[-6e1-k]"

~6e! +6e! i =2(-6¢' "7+ 6e')
-6e +6¢-esP=-12¢ e+ 12e
-1 +eP=-2e37+2
Stel e = u.
—1+u=-g+2

H
~u+ut=-2+2u
wW—=3u+2=0
(u—1(u—2)=0
u=1lvu=2
e =1vel=2
2=0v3p=I()
p=0 v p=13In(2)
vold. niet wvold.
Dus p =31In(2).

8
0 a ()(U)=__['(mx—f)dx:{sxz—;—xv*]f=5-82 —1.83— (5:12-1.13) =320 — 1702 — 42 = 1442
1

8
o)= ]'{x-a- 8)dx =[x+ 8x]f=5-82+8-8~ (3:12+8-1)=32+64-8, =87}
1

O(W)=O0(U) - O(V)=144; — 87; =57,
B 8 8 5
b f(f(x)—g(x}}dx=f(10x—x2—(x+8)}d.x=f(]0x—x2—x—8))dx=f(--x2+9x—8}dx
1 1 1 1
=[-i@ +aha?-8x] =~} B +4L- 8288~ (-} 13+ 4} 17-8.1)
=-1702 + 288 — 64— (-1 + 41 —8) =531 +33 =57!

8
f (f{x) — g(x))dx is gelijk aan O(W¥).
1

(4]
@ [ -39)ar=[x - @xz]::g-ﬁh 1162 = (0-0)=-18
0
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Bladzijde 122

@ a x’ =2

r=0wval=3
x=0vx=2vx=-42

o)= [@x-x)dx=[2 4] =214~ (0-0)=1
7 ]
b [(x-x)de=]

0

[ -4 =}

p—ip' = (0-0)=;3

dp’ —p*=2

P—4p?+2=0

Stel p? = u.

w—4u+2=0

D=(-47-4-1-2=8
_4‘1‘\;@ _4_\}|8
-
_4+2\2 44—
u 5 v u 5
u=2+2vu=2-2
PP=2+\2vp?=2—2
vold. niet p=N!2—\f§ vpz—.VIZ—\;’E

u

242

vgld‘ vold. niet
Dus p = \.Q =2,

© a fx)=1geeftx® —Sx2+6x+1=1
X =5x2+6x=0
x(x*=5x+6)=0
x(x—2)x—3)=0
x=0wvx=2vx=3

2 2
oM)= [(f) - Ddx= [ =52 +6x)de =[x - 133+ 3],
0 0
=4-24—13-22+3:22-(0-0+0)=23

3 3 3
b O{W)rf(l—f(,x)}dx=f(l—(x3—5.r2+6x+ I})dx=f{l—x3+5x2—6x— 1)dx
2 2 2

3
= f(—x3 +5x% — 6x)dx=[ -x*+ 1253 —3xZE

L34+ l%'33—3'32—(“£'24+ 1%_23_3.22)=|5_2
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@ a f(x)=glx) geeftx —2Jx=-x
2x="TxJx
x= \,fgr
kwadrateren geeft
=x
x=0vx=1
vold. vold.

1 1

1
o) = [(g0)=f)de= [ (== (r=2x))de= [ (-2c+2yx) de

0 0

L

1
| 53 a1 — & = o =
=f(—2x+2x3)dx= [-xz+2-§xis}{}= [-x2+ e ] =12+ 13- 1T -0+ 0)=-1 + 1} =
0

b f(x)=0 geeft x — 2\@:0

x=2+x
kwadrateren geeft
x2=4x
x=0vx=4
vold. wvold.
¥
/f
o /] "
w
4 4 4 4 4
Oo(W)= f—_f(x)dx = f— (x —2x)dx = f(-x +2xt ) dx = [-]Exz +2 -%—.r'é‘]“ = [—%12 + l%.wﬂn
1] 1] 0

=142+ 11-4\/4=-8+105 =23

@ a OV)= fsin(x)dx - [—cos{.r)]; =-cos(n)+cos(0)=1+1=2
0

OW)= :f~sin(x} dx = | cos(x) | i“ = cos(2m) —cos(n) =1—-1=2

T

2n
b f sin(x)dx = [~cos(x) |, = ~cos(2m) + cos(0) = -1 + 1 =0
0

fsin(x}dx = fsin(x]dx + fsin[_t_] dx=0(V)-0W)=2-2=0
] 1] T
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€ f(x) = g(x) geeft sin(x) = cos(2x)
cos(x — 17) = cos(2x)
x—%nZZYJrr’(-vax—zl -2x+k-2n
x=ln+k2nvi3x=in+k-2n

x=-in+k-2nvx=intk-in

%)

xop [0, n] geeft x=1m vx=1n

y

o) = f (f(x) - g(x)) dx = f (sin(x) — cos(2x)) dx = [ ~cos(x) — bln(ZT)J

b =

e cou{ ) LoiniLe) — (-eon{la)~bainfix)) =3 be-bF - (E—L-18)
1,

=33 +iV3+3V3+33=1143
Bladzijde 123
+x+
@a;(x)——l'geeﬁ‘” Ll =11

2+x+l——l%x
A2 241 =0

(x+5)x+2)=0

x=—3 vx=-2

O{V)fj‘(xz%— ) {(x+]+ +l)ctr

X2+ 1n| x| +2—x]'i2 =l+m(l)-1-(2+mn(2)-5)=L+m(}) -1} -2-m(2) +5

+1n(3) = In(2) = 13 + In(})
D b O(W):zgeeﬁf(ﬂ (x ¢1)) w9

(x+ 1 +lr--(x+1))dx22

Il
|,JL-§ a1
,-—-\
_|_
|-
+
(]
13—

B
g

Lax=2
X

In|x|]" =2
[ I

Injp|—In(1)=2
In(p)=2
p=¢’

—\-—.;*x: ——
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€ a f(x) =81 geeft 3r =81
x=4

(@)

4 . 74
- e | e B B i TN _aay BB
O(V)—f(sl 3%)dx [8]x —mGJ 2405 (0 mm] W-uE

0 [}

a
b uﬂ[(&l ~ 3% dy = %(324 = %)
[811 - 1"3{23}” =162 - 1:(2)
81a— m“(‘;)—(o—m%}} 162 - 1:8,)
81a — 1;:3) s 162—%
Voer in y, =81x — lnzl(; eny, =162 - %
Intersect geeft x = 1,60 en x = 5,29,

Dus a = 1,60.

@f(x)=8geeﬂi=8
X
x2=1
x=1lvx=-1
vold. vold. niet

8 8
i
o)=1 -8+f%dx=8+f8,r‘3dx=8+i:—8x']]f=8+[——L =8—%+
- I

el b

O(V))=10(V) geeft 8 + f%dx: .15
1

8+f8x-2dx=10
1
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D a f(x)=glx) geeft 2e*=9—4e*
2e*=9¢*—4
2e*—9¢*+4=0
Stel e* = u.

2 —9u+4=0
D=(-9)—4-2-4=49
u= 9+7*4vu——?='—
4 4 2
& —4ve =
In(4)vx n(%)
In{4) In(4) o
oy)= !)(g(x)—j(x))dl—f(9—4e-*—2e‘)dx—[9x+4e _ze’Jm(;.}
In's In(3)

=9In(4)+4-1-2:4—(9In(})+4:2-2:1)=9In(d)+1-8-9In(}) -8+ 1
=9(In(4) — In(})) = 14=91n(8) — 14 =91n(2%) — 14 =27In(2) — 14

In{4)
b f (g) — /() dx = Ox + 4e* = 2eY _ o4y + 1 -8 (0 +4—2)=3476...

4(27r In(2) — 14) = 3,536...
3,476... # 3,536..., dus Rob heeft niet gelijk.

11.3 Inhouden

Bladzijde 125
@ a Het groene lichaam is te benaderen door de cilinder met straal /(x) en hoogte A.
Dus de inhoud is ongeveer - ( f(x))*: h

b 169 = lim fu+h; ) _ n-(f(::))‘-h
i—0 h—q0

= jiglnﬂ (f(0)) =m- (f(x))?
Dus / is een primitieve van 7 - ( f(x))2.

Bladzijde 126
@ f(x)=0geeft 9—-x*=0

x2=9
x=3vx=-3
¥
f
v
/—3 0 \3 x

KL= m[([) 2)(]_1_1’[[{1 18x2 +81)d,x—n[ ﬁx‘rsuﬂ
-3
=n(l-35-6-33+81- 3) a(l-(-3)° —6-(-3)° +81--3) = 1293n —-1293n = 259! x

3
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®4-x2=x+2
—xt—x+2=0
2+x—2=0
(x-Dx+2)=0
x=1vx=-2
1 2 | z
1y =n[G+2Pdeta [(@-x de=z [(2+4r+ 4)dv+ 7 [ (16 -8 +xhdr
w3 ]I el i 1
=1t[(%x3 % 4x)} o :n:[(]ﬁx— e ;lxs)}l
=n(}-13+2:12+4-1) —n(}-(-2) +2-(-2)*+4--2) +n(16-2 - %23 +1-25) —m(16-1 - §-13+1-19)

=12%&n

3

®a glx)="_
]

. 3
= 3V 3 P AP [ 9 By
b [(M)_ﬂ.[(x) CL\‘—nJIﬂ9,r dx—n| Ox |]—:t[ XL —n( 3+ I )—6r|:

Wentelen van ¥ om de lijn y = 2 levert hetzelfde lichaam als wentelen van W om de x-as omdat V'

en de lijn y = 2 beide 2 omlaag zijn verschoven.

Bladzijde 127
a i

e e e

[y EE—

4 5 4 4
I(L):nf(%) dx— - 12-3=nf(1 +x"}2dx—3n:=nf(l + 25 + x2)de - 3n
1

=n]'(l +%+x'3)dx—3n=n{x+2ln|x| —x"}?—3n=n{x+2[n|x| —xlr—h
i

=n(4+21In(4) —}) —=(1 +2In(1) - 1) = 3x=n(33 +2In(4)) —x(1 + 0 — 1) = 3n==n(3 +21n(4))

b Wentelen van de grafick van fom de lijn y = 1 geeft dezelfde inhoud als wentelen van de grafick van

. i ol | x 1 | 1
gx) =) —1= _\_ b= ey l—1+; 1—;omdex-d5.
4 5 4 .
T S
1
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H

L, + L2)=nf(\/x— 2}2dx=nf(x—2_)dx= n[ 432~ 2x]) = (32~ 16) ~ n(2 ~ 4) = 18x

2

X=a x=8

3

a
I(L;) =5 18 geeft nf(\,'x—Q)de= 9n
2

Dus a =2+ 3./2.

n}‘(x -2)dx =9n

a

[—2dv=9
2
[ 1 -2¢] =9

2
(la?—24) - (2-4)=9
la?—2g+2=9
a—4a—-14=0
(@a=27-4-14=0
(a—272=18

a-2=18 va-2=-\18
a=2+32va=2-32

vold. vold. niet

P
M a O(V,) =2e geeft fe§X+'dx=2e
1]

[23%-‘+1}:=26

2eirtl —2el =2¢
2e e =4de

e =2

3p=In(2)
p=2In(2)

»

b /(L,) =9ne* geeft :rrf (Can ')gdx =0One?
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0

P
fe-""zdx= 0e?
0

[ex+2]{f]’ = Qe

e? t2—gl=09¢?

ef-et=10¢?
e? =10
p=1In(10)
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@ f(x)=0geefte?—e*=0

X
6] 2\

2 2
KL)= nf(cz —e") dx = nf(e"‘ —2et* 2+ e¥)dr=m[et-x—2e77 2+ é—cl"r
0 0

o

0

=n(2¢*—2e*+1e) —n(0-2e*+1) =n(je? +2e2-1

@ a(l)=8n-2in=6in

3 3 3
1

3
b r:f(_f[x)—g{x))zdx-——ftf(x—;—x]gdx=nf(;lx]zdr=nfﬁ.ﬁ¢r=nlﬁx3ﬁ=n(,—lz-33—,—lz- P)=2lx
1

! v 3 3 3
n [0~ @@de=n [ (= (L) de=n [ (2 ~3) de=n [3de=a[ 1| =n(}-3°~}-1%) = 6ln
I 1 1 |
Dus Irma heeft gelijk.
Bladzijde 129 N
@ /() =g(x) geeft Jx=1x
kwadrateren geeft
x =322
4x = x?
x=0vx=4
vold.  vold.
y
g
; i
|
|
¥ i
i
1 X
4

1) =7 [P~ @)Ddr =7 [ (x— ) dv =] 12— 52| = n(8 - 54) = 23z
0 0
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D fv)= g(t)geeﬁe‘—ZZe e
2e=2¢

=n[4e‘x—86x+'] — 7(8¢? — 8¢?) — n(0 — Be) = 8xe

@ a f(x)=g(x) geeft 6x—x*=x

2+ 5x=0
“x(x=35)=0
x=0wvx=35
y
f
g
4
1
1
I
i
I° 1

5 5 5
IL)= rrf((ﬁx ~ 2 - x?) dx =xf(36 21253 4+ x4 —xz)dx=nf(x4 —12x + 35x2)dx

0 0 0

5
=L ~3r4+113x L—n( .55-3.5%4+ 112-5%) — 0 =208

b KL,)=3I(L) geefi n f ((6x — x2)* — x%)dx = 104w

0

[(1x5 —3x4 + 112 3)] 104!
1p% —3pt+11%p3 0_104;
s -3pt+ 11507 = 104;

Voer in y, = 1x* — 3x* + 113x eny, = 104}.
Intersect geeft x =~ 2,77,
Dus p=2,77.
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(4 —4e e ter—e)dv=n [ (467 —4et1)dx
0
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Bladzijde 131

@a ¥ y=y
/J,:3

3

V
0 2 63 !
y=+/2x — 4 geeft y? =2x—4
2x—4=172
2x=y*+4
x=3p2+2
xt =gyt +2)°
=Lyt 2+ 4
3 3 3
:’(L]=nfxzd_v=nf[}‘y“+2y2+4)dy=7r[ﬁy5+%y?"+4y}0=n(;—u-35+%‘33+4‘3]—0

0 0
=n(12% +18+12)=423n

b y=3geeft\2x—4=3

2—4=9
2x=13
x=6%

61 6

K(M) = I(cilinder) —nf(\HZX —4)Pdc=n-32-6 —T[f(Zr —4)dr = 58n —n[ x? - 4x}25'

2 2

=58ln—n((65)* —4-61) +n(22—4-2) =58 — 16tn —4n=38!n

@ a )= rtj‘xzdy=n]ydy= “[%J’z}: =8n—-0=28xn
0 0

b P(p, ¢) ligt op de parabool, dus g = p°.
B )
IL,) = KM,) geeftn [ y?dx == ] x2dy

0 5
P 2

f xtdx= f ydy

0 1

_ ’ R
[ ]y= 13,
3P’ =0=3p* =0
2p5=5p4
pl=0v2p=5
p=0vp=2}

p = 0 voldoet niet en p = 25 geefig = 6;.

Dus p =25 eng = 6;.
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@ a f(x)=0geefi2x +6=0
2x=-6
x=-3

Y

0 0
1) == [ (V2x+6) dr=n [(2x +6)dx=n[x + 6x]" =m0 (9~ 18) = Or
-3 3
b x=0geefty =16
y=\2x+6 geeft y2=2x+6

6 f6 e
W b Vo
0

C 4
f
y=4
y=+42x+6
¢ translatie (3, 0)
y=2(x-3)+6
ofwel y:\(ﬂ
y=2x geeft y2 =2x
2x=y?
x=3y
x2 =14
4 4 .
PO, YW T T BRER

0 ]

11.4 Toepassingen van integralen

Bladzijde 133
@ De cirkel met straal r en middelpunt (0, 0) heeft vergelijking x? + ¥ = 12 ofwel y = r% —x2.

ha=2-% [y2dx =27 [ (2 =) dx =27 x4 | =2n(r ~49) — 0= 2231 = dmr®
0 0
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Bladzijde 135 _
D 1,=24ngeefti-n- (2-6)-6-1-n- (3p)* p=24n
3:

@ 1k, = 100n gccftn[(%x)zdr x
[{]
8 i
[1ede— [16x2dx=100

0 0

5], - [H5°]5 - 100

16.83 0 —18p3+ 0 =100

S —
—
Sl
—_—
b
&
|
—
fo
o
=

1095 —1¢p3 = 100

Altematleve uitw erkmg
I(K,) = 1007 geeft }-m- (1-8)-8 —1-m- (4p) - p = 100z

3725828 - 333p? - p=100

1683 — 16p* = 7500

58] 1=nfy2dx=nf{rz—xz)clr=1t[r3x—%x3];=1t(r3—%:'3)—:t () =2 - Byt = B3

D La=3n=3-n-6>=288n
P
1(S,) =1.288n geeft fyzdx= 144n
g

j@s —xY)dv =144

-3

[36x-1x]" =144
36p—3p—(36--3-1-(-3F) =144
36p—1p>+99 =144

36p —3p =45

Voer in y, = 36x — 1x eny, = 45.
Intersect geeft x = 1,27 en x = 9,70.
Dus p = 1,27.

@ £ snijden met de x-as geeft-3x + 6} =0

8 5 j

10 =r [ (G + 63 de—n [(@5 =) dx=n] -4} (G +6}) |7~ 250 - ]
3

3

3: i 5
=ﬂ[-%(—3—:x +6}4)3J3 - II:[ZSx— %x3J3 =0+3m-4> -8 n+66m=11n
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@ a De gemiddelde snelheid gedurende de eerste zes seconden is =35 m/s.

Er wordt 5 - 6 = 30 m afgelegd gedurende deze zes seconden.
b De afstand s is een primitieve van de snelheid v.

[§]
O(L0AB) = f v(H)dr = s5(6) — s(0) = de afgelegde afstand gedurende de eerste zes seconden.
0
¢ De afgelegde afstand op het interval [0, 15] is O(gehele drichoek) =1-15-10=75m.

Bladzijde 137
(]

s(10)= | (32 +5t+4)dr=| -5+ 252+ 4
% 4 12 2
0

)
=-5-1000 + 25 - 100 + 4- 10 — 0 = 2063 meter

1¢
0

— _ ﬁ: i
@ a(t) = mt met m S
Dus af) = ;.
a(f) = %-‘-‘ geeft v(1) = %rz fop
v(0) =1 geeft w(t) =32 + 1

v(t) =1+ 1 geeft s(f) =5 +1+c¢

De afgelegde afstand gedurende deze 20 seconden is 5(20) — s(0) =37 20° +20 +¢ —c = 3533l meter,

@ a a(t)=-£+ 6t en v(0) =0 geeft v(f)=-11 + 37
w6)=-1-6"+3-62=36
Dus de snelheid op £ = 6 is 36 m/s.
b v(t)=-3£+ 32 geeft s(f) =154 + £ + ¢
De afgelegde afstand gedurende deze 6 seconden is s(6) — 5(0) = —ﬁ 64 + 67 + ¢ — ¢ = 108 meter.
¢ v(t)=36geefts()=36/+c
$(6) = 108 geeft36-6+ ¢ = 108
216 +c¢=108
c=-108
Dus s(7) = 36t — 108 voor 1 = 6.
s(10)=36-10—108 =252
Dus op ¢= 10 is 252 meter afgelegd.
d s(f) = 500 geeft 36 — 108 = 500
36f= 608
t=165
Dus op ¢ = 165 is in totaal 500 meter afgelegd.

@ a 54 km/uur =15 m/s

v(t)=at+ b env(0) = 15 geeft w(r) =ar + 15.

v(f) = at + 15 en 5(0) = 0 geeft s(f) = Lar® + 15t.

Noem de remtijd 7, dat geldt v(z.) = Oens(z,) = 0,75.

v(t)=0geeftat + 15=0

at,=-15

s(t,) = 0,75 geeft 3ai? + 151, = 0,75 ofwel 5at,- 1, + 15¢, = 0,75.

Substitutie van at, = -15 in lat,- t.+ 15¢, = 0,75 geeft -7,5t, + 15¢,.= 0,75
1,5t.=0,75
t. =01

De botsing duurde 0,1 seconde.

Alternatieve uitwerking

Het rekenwerk wordt eenvoudiger als het probleem “achterstevoren™ wordt aangepakt.
Noem de remtijd £, en neem w(0) = 0, 5(0) = 0, v(¢,) = 15ens(t,) = 0,75.

Dit geeft v(f) = at en s(f) =5 af*. Dan geldt

at. =15 _
Va2 =075 ofwel Lat, -1, = 0,75 Jsjo_ ]”-‘?5

De botsing duurde 0,1 seconde.
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b

f‘;‘o‘lls} a-0,1 =-15
row a=-150

De versnelling is -150 m/s”.

Dit is 15 keer zo groot als de versnelling van de zwaartekracht.

Bladzijde 138

(66 0

]

v(t) =-0,22 + 4ten s(0) = 0 geefts(f) = —5 5 + 2¢
s(10)=-2-10*+2-10?=133}
v(t) = 0,82 — 24r+ 180 geefts(f) = s> — 12/ + 1801 + ¢
s(10) = 1335 geeft {5+ 10°— 12-10% + 18010 + ¢ = 133}
8663 + ¢ =133]
e=-733]
Dus s(f) =712 — 1242 + 180 — 7331.
s(15) =+ 153 — 12+ 152+ 180+ 15 — 733} = 1663
De totale afstand die de auto gedurende deze 15 seconden heeft afgelegd is 1662 meter.
¥
1663 1
15
Voer in y, =-0,2x + 4x, y, = 0,8x> — 24x + 180 eny; = 113.
Intersect met y, en y, geeft x = 3,333...
Intersect met y, en v, geeftx=11,273...
Dusopi¢=3,33ens= 11,27 is de snelheid gelijk aan de gemiddelde snelheid.
Voer in y, =-3x* + 2x>eny; = 100.
Intersect met v, en y, geeft x = 8,317...
Dus na ongeveer 8,3 seconden heeft de auto 100 meter afgelegd.

gemiddelde snelheid =

Voor de atleet geldt:
voor t<351sa,(f) = —%z +6
v,(t) =-S5+ 6t
s(H=-%P+38
5,(3,5)=24,5env,(3,5)=10,5
o a0 b g 3520
e 36,75+ bH=245

b=-12,25
Duss, () = 10,5t — 12,25 voor ¢ > 3,5.
Voor het paard geldt:
voort=61s ap{r) = —%r +4
v () =38 +4
s (O =-5£+2F
5,(6) =48eny (6) = 12

voor fﬁzfg')s (0= ]2r+b}12-6+b=48
oor (6, 72+ b =48
b=-24

Duss,(£) = 12¢ — 24 voor ¢ = 6.

Voor 0 <r<3,5:
Voer in y, =-3x% + 3x2 — (-3x% + 2x2).
De optie maximum geeft x = 3,818... voldoet niet.

Voor 3,5<t<6:

Voer in y, = 10,5x — 12,25 — (-1 + 2:2).

De optie maximum geeft x = 3,878... en y=4,871... voldoet.

Dus de maximale voorsprong is 4,9 meter.

Voer in y, = 10,5x = 12,25,y, = 12x = 24 eny; = 100.

Intersect met y, en y, geeft x = 10,690...

Intersect met y, en y; geeft x=10,333...

De wedstrijd wordt door het paard gewonnen met een voorsprong van
10,690... —10,333... = 0,357... = 0,36 seconden.
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Bladzijde 139

® a

a(ty=-4¢01

() — -0, 1t .

G s
29,632... +c=32
c=2.367...

v(t)=40e %1 +2,367...

v(0) =40+ 2,367... =42,367...

De snelheid is 42,4 m/s.

V(1) =40e%1 +2,367...

o R -0,1¢ 4 & .

;g})]; {;1003 +2,367..-t+ {.}_40{] R
c =400

Dus s(1) =-400e ! + 2,367... - t + 400.

Voer in y, =-400¢ "!* + 2,367... x + 400 en y, = 800.

Intersect geeft x = 168,970...

v(168,970...) = 2,367...

De snelheid waarmee de parachutist op de grond komt is 2,4 m/s.

a(t) = 50012 geeft

7 o 0,012

" +C}416.6... +e=0
' c=-416,6...

Dus v(f) = 416,6...e""1% — 416,6...
V(1) = 416,6...e"1> — 416.6... geeft
= 0,012t ;
s(f)=347222...¢ 416,6...1 + c}34?22’2mﬂ=0

=2 e=-347222...

Dus s(1) =34722,2...e"1% - 416,6... t — 34722.2...

v(170) =416,6... e"12170 — 416,6... = 2787,7... m/s = 10036 km/uur
s(170)=34722,2...e%012170 —416,6...- 170 —34722,2... = 161479,4..m = 161 km

Dus de snelheid na 170 seconden is 10 036 km/uur en de Apollo heeft dan 161 km afgelegd.
a(:‘) =4 ct],ﬂn-‘lﬁ{f =170) gCCﬂ

V(t) = 888,8... 2004 ~170) 4 ¢ i
w(170) =2787,7... 888.8... + ¢ =2787.7...
c=1898.8..

Dus v(7) = 888,8... ¢"-0045( = 170) 4 | 898 8...
v(f) = 888,8... D00 ~170) + 1898 8... geeft
s() = 197530,8...e%0045¢~170) + 1898,8...1 + c}

(170 = 161479.4... 197530,8... + 1898,8...- 170 + ¢ = 1614794...

520337.9... +¢c=1614794...

c=-3588584...

Dus s(#) = 197530,8...e%0045¢ ~170) - 1898 8...t — 358 858,4...

V(560) = 888,8... 00043360 ~170) 4 1898 8... = 7039,7...m/s = 25343 km/uur

s(560) = 197530,8... 00093560 = 170) 1 1898,...- 560 — 358 858,4... = 1 846915,3...m = 1847 km
Dus de snelheid na 560 seconden is 25343 km/uur en de Apollo heeft dan 1847 km afgelegd.

x+y=9
y2 =0 —x?
y=1/9 -2
3

3 3
0= f_vdxz f\f‘) - xtdx

3 3

Je hebt dus de primitieve van f(x) = v9 — 1% nodig.

Een primitieve van f(x) = /9 — x> moet in ieder geval iets van de vorm G(x) = a(9 —x?)" zijn.
G(x) = a(9 —x?)': geeft G'(x) = 1%0(9 —x2)7 + 2x =3ax/9 — x%.

Er bestaat geen waarde van g waarvoor G'(x) = /9 — x%.
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Bladzijde 140

@ Voerin y, = Tx] en y, = In’(x).
&

Intersect geeft x =0,138... enx=1,702...
1,702...

De optie falnt (TI) of [dx (Casio) geeft f (f(x) — g(x)) dx = 2,24.
Dus O(FV) = 2.24. 0.138...

@ Voerin y, = 10x*e*eny, =-x + 2.
Intersect geeft x =-2.786..., -0,777...enx=0,342...

¥
f
g
[6) \ X

0,777...
De optie fnlnt (TT) offdx (Casio) geeft f (f(x) — g(x))dx=2,063... en

-2,786...
0,342, .

[ (e dx=1425...

-0,777...

Dus O(beide vlakdelen) = 2,063... + 1,425... = 3,489,

Bladzijde 141
@ Voer in y, =sin(x)eny, = lx.
Intersect geeft x =2,474...

y
1} ; y=2x
I
0‘ 2,:1? T x
b 2474...
De optie tnlnt (TI) of [dx (Casio) geeft O(V) = f sin(x)dx =2 en f (sin(x) — 1x)dx = 1,020...
1] 1]

Dus de lijn y = ;x verdeelt V niet in twee delen met gelijke oppervlakte.

@ Voerin y, = 2In(x) — In*(x).
De optie zero (TT) of ROOT (Casio) geeft x = 1 en x = 7,389...
¥

-

X
ol A 7.80

T.389...

De optie fnlnt (TI) of [dx (Casio) geeft [(L)=mn f (f(x))?dx =9,78.
1
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@ a Voeriny =10—-x%eny,=2"2
Intersect geeft x =-3,086... en x = 1,126...
y
g

X
/43.09 ol 113 \
T2

De optie falnt (TT) of [dx (Casio) geeft /(L) == [ ((f(0)) ~ (2(x))) dx = 682,59.
-3,086...
b Pas de translatie (0, -10) toe op de grafieken van f'en g en de lijn y = 10.
y

T X

o

1,126...
De optie fnint (TT) offdx (Casio) geeft M) == f ((g(x) — 10)2 = (f(x) — 10)*) dx = 569,80.

-3,086...

Bladzijde 142
¥

(o] 5

fx) = 12 geeft f'(x) = x

5

De optie fnlnt (TI) offdx (Casio) geeft booglengte = [ V1 +x? dy=13,903...
i

Dus de omtrek is 5 + - 57 + 13,903... = 31,40.
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'/

o

F(x) = 2" geeft f'(x) = 27+ In(2)
3

De optie fnlnt (TI) of [dx (Casio) geeft booglengte = f\; 1+ (27-In(2))? dx = 7,792...
0
Dus de omtrek is3 + 23 + 7,792... + 1 = 19,79.

@ /() =5geeftx’ -3 +5=5

X =3x2=0
(x—3)=0
x=0vx=3
¥
/f
y=5
Vv

T L L

/ 0
f(x)=x3—3x + Sgeeft f'(x) = 32 — 6x

3
De optie fnlnt (T1) of /dx (Casio) geeft booglengte = f\;“ + (3x2 — 6x)°dx = 8.814...
0

Dus de omtrek is 3 + 8.814... = 11,81.

De formule van de kabel is van de vorm y = ax? + b. y
(0, 5) op de parabool geeft b= 5.
y=ax’+5 e 200}
- a-9952+5=200
door (995, 200) 29952 — 195
195,
T 9952 198005
1 5 ]
X
dy —-295 o 995
= s 125 geeft o 2
995
De optie flnt (T1) of [dv (Casio) geeft [ 1 + (152552 dv=2039,84...
995

Dus de lengte van zo'n kabel is 2040 meter.
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@ a x=20 geeft y=4(c"?* + ¢ 2% =14979...
Dus de hoogte is 15,0 meter.
dv :
b p= 4(e%062 + ¢ 0.062) geeft d_" = 4(0,062 0062 — () (62 ¢ 0.962r) — () 24§(0-062x — o-0.062x)
X

20

De optie falnt (T1) of [dx (Casio) geeft f V1 +(0,248(e"0627 — g 006252 gy = 43 17,,,
20

Dus de lengte van de kabel is 43,2 meter.
20
¢ De optie falnt (TI) of [dx (Casio) geeft f 4(e0062x + ¢-0062) 4y = 408,54...
=20
Dus de oppervlakte van het net is 409 m?”,

o L }2 —Lx) VP - @) _ \/ P+ (f(x ;f] S0y _ \/ [ bt f;);,f‘(x)f -

T sy

Neem je in de berekening hierboven de limiet voor / naar 0, dan kun je de = -tekens vervangen door = -tekens.
Dus L(x) is een primitieve van /1 + ( f"(x))%

Diagnostische toets

Bladzijde 144

© 2 /=102 L 6r? geeft Fy=2mnx| —6x = e =2 x| - O e
X P
b f(x)=3-2" geeft F(x}=ln?_2).2.r+£.

¢ flx)=6¢e"+x2 geeft F(x)=6e'+3x’+¢
d f(x)=In(x%) =51In(x) geeft F(x)=5(xIn(x) —x)+c=5xIn(x) - 5x +c

e D .:L.i = .ZL. - ol +
e f(x)="log(4x) geeft F(x) ) * (4xIn(4x) — 4x) + ¢ In(2) (xIn(4x) —x) + ¢
f f(x)=3sin(x)+ 2 cos(x) geeft F(x)=-3cos(x)+ 2 sin(x)

© a f(x)=0geeft 122 —4x*=0
4x’3-x)=0

x=0wvx=3

¥

3
o) = f(lzrz—czr‘)dF [ —xf=4-27-81=27
0
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X=p
P
[a2¢ —ax¥)dx=1-27
! P
[4x3 —x*] =133
4p® — p*= 13}
Voer in y; =4x3 —x*en y, = 13}.
Intersect geeft x = 1,842... enx=3.742...
Dus voor p = 1,84,

I

x=e x=2e

IIn(Zx) dr = [L(2xIn(2x) - 20)F° = [xIn(2x) —x [ = 2 In(4e) — 2¢ — (eIn(2e) —¢)

: =2¢In(4) +2¢In(e)—2¢ —eln(2) —eln(e) +e=2ec¢In(4) + 2e —2¢ —cIn(2)—e¢ +e¢
=eln(16) — eln(2) = ¢ln(8)
2p

b O(V)=5 geeft f In(2x)dx = 5

”

2x 2x
Voer in y, = f In(2x)dx (TI en Casio) of y, = f In(2p) dp (HP) en p, = 5.

Intersect geeﬁ x=2,503...
Dus voor p = 2,50,

— " 10
Q2 /()=(2x+6) o

F)=352x+6)—10-33x— 1)1+ c=5(2x + 6)¢ —

= (2x +6)° + 10(3x — 1) 2 geefi

10
3E@x=1)

b f(x)=(5x+2)* Sx+2=(5x+2)% geeft Fx) =1 1(5x + 2y +c=2(5x +2)* Sx + 2 +¢
¢ fl)=4e¥* 3 geeft Fx)=4 3¢ 3 +e=2e¥"3+¢
; | 4
d =8-2%"1 geeft Fx) =83 —— 2%~ 1 4+¢=
Jlx)=¢ geeft F(x) 2" n@) = 1n2)
e f(x)=In(2x+3) geeft F(x)=2((2x +3)In2x+3) - 2x+3) +c=(x+ 1) In@2x+3)—x— 11 +¢

f flx)= geeft F(x)=6-3-In|2x+ 5| +c=3In|2x+ 5| +¢

Sy ix—1 F o

2x+5
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o a f(x)=35 geeft

x-+4=5

x
xt+4=>5x
x2—5x+4=0
(x—1}x—4)=0

x=1lvx=4

b ————

I
|
|
|
|
I
|
|
!

4

o}

o) = j(5~x2;4)dx= ](S—x—

=12 -41n(4) - 41 =7; — 4In(4)

x)d.\-=](%)d.\-=[4 Injx|}=4-0=4

c

2
b O{W)=f(x:4—

1
¢ y

1

(#)aces

[41nx|]7 =3

4In(p)=3
In(p) =3

p=ei=212

102 Hoofdstuk 11

4

X

]d.r =[5x—1x?— 41n|x|]

4
1

=20-8-4In(4)- (5—

i._.

0)
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Bladzijde 145
© 2 f(x)=4geeft 2x—6)>=4
2x—6=2 v 2x—6==2
2x=8 v 2x=4
x=4vx=2

.

4
KL =n- 422~ [ (2~ 6)*dx = 32n ~ i (2x — 6)°), = 32n ~ n(f- 32 ~ f--32) = 32n ~ 6}n = 25}
2

b f(0)=(-6)>=36
¥

36

e} 3

y=(2x—6)? geeft 2x— 6=~ Wy
2x=-/y+6

xX= _% \l'll; + 3
e

x2=1y—3y+9

36 36 )
I(K)= :r{f.\'ldy = rrf (Ly- 3yt +9)dy = n[fgyz -3 '%_}"% + Qy];b = n[};}ﬂ =2y + 9_1"};6
0 0

=m(162 —432 +324 - 0) = 54=n
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e

o

fx)=¢
+ translatie (0, -€)
y=et—e
Wentelen om de lijn y = e geeft dezelfde inhoud als het vlakdeel ingesloten door de y-as, de
lijn x = 1, de lijn y = -e en de grafiek van v = ¢* — ¢ wentelen om de x-as.
1 1

1
1’(;r3)=11:f((-e)3 — (et — e)z)dx=nf{ez—{el‘—2e-e'“+E:3]}dx=nf(- eX+2e-eM)dx
0 0 0

= :rc[—i—elw Ze-ex}; =n(-le? +2e2— (-1 +2¢)) = (Le2 - 2e+1)n

a(60) —a(0) 68—-8
60 60  ja(f=t+8

9 a Stel a(f)=mt +n metm=

a(0)=28
a(f) =t + 8 en v(0) = 0 geeft v(¢) =312+ 8¢
v(t) =52 + 8t en 5(0) = 0 geefi s(1) = £ £ + 47
$(60) = - 60° + 4 - 60% = 50400 m
b Vanaft=60is a(f) =-10, dus w(f) =- 10t +w(60) | ..
v(60) = L+ 602 + 8- 60 = 2280 } v =-T0r+ 2280
v(1) =-10t + 2280 en s(60) = 50400 geeft s() = -512 + 2280t + 50400
De hoogte is maximaal als de snelheid 0 m/s is.
V(1) =0 geeft -10¢ + 2280 =0
-10r =-2280
=228
s(228) =-5-2282 + 2280 - 288 + 50400 = 310320
Dus de maximale hoogte is 310,32 km.

) sin(x)
V W=
© a Voeriny, |
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeftx=0vx=1.
y
f
v
5) x %

De optie fnlnt (T1) of fdx (Casio) geeft I(L) = rtf(‘;"(x}}zdx ~1,53.
0
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sin{x)

Jx) = cos() + 2 geeft
—_ (cos(x) +2) -+ cos(x) — sin(x) - -sin(x) _ cos3(x) + 2cos(x) + sin?(x) _2cos(x) + 1
/' (cos (x) +2)° (cos(x) +2)° - (cos(x) +2)°

2cos(x) + 1

De optie fnlnt (TT) of th (Casio) geeft booglengte = f\/ m

Dus de omtrek van Vis3.41... + &= 6,56.

]dx 34l1..

Voer in y, =In(x — 1).
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geett x = 2.
Voer in y, = 2.
Intersect geeft x = 8,389...
y

(o) 2 8,389...

8380,
De optie fnlnt (TT) of fclx (Casio) geeftn j (In(x — 1))*dx = 40,143...
Dus IL) = n+22-8,389... — 40,143... ~ 65,28.
f@)=In(x—1)
translatie (0, -2)
y=-2+In(x—1)
Wentelen om y = 2 geeft dezelfde inhoud als het vlakdeel ingesloten door de x-as, y-as,
de lijn y = -2 en de grafick van y = -2 + In(x — 1) wentelen om de x-as.
£,389...
De optie fnlnt (TI) of Jdx (Casio) geeftnt f (-2+1In(x— 1))2dx=15,01...
2

Dus (M)=m-2%-2+ 15.01... = 40,14.
=In(x — 1) geeftx—1=¢”
x=er+1
x2=(e’+1)
xi=e¥+2er+ 1
2 2
I(N) =nf(ez-"+2¢-“+ 1)dy=n[31c2r+2cf+_v];=n(§c4+2c2+2— (1+2+0)=(le*+2e2-1)x
0

J(x)=In(x — 1) geeft f(x) = T

X
8,389,
De optie fnlnt (TT) of [dx (Casio) geeft booglengte = f dx 6,788...
\/ x =

Dus de omtrek van Fis 2+ 2 + 8.389... + 6,788... = 19.18.
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12 Goniometrische formules

Voorkennis Vergelijkingen, aigeleiden en primitieven bij goniometrie

Bladznde 149

O a sin(dx—-in)=1

x=gn+k-im
b cos*(3x)=1
cos(3x) =1 v cos(3x) =
3x=k2n v3x=n+k-2x
.r=k-§3?|: vx=%n+k-%n’
Dit kan nog worden samen genomen tot x = k3.
¢ 2sin(dx—1in) =2
5in(4‘—-rt) =qi\,f§
dx— n=4n+k2nvix—in=3in+k2n
dr=3n+k2nviax=Hn+k-2n
x=grtkirvx=gntkin
d 4cos?(x —Lln)=3

cos?(x —1g) =2

cos(x— ln) = 3 v cos(x — L ) =-14/3

x—iax=lg+ik-2nvx—-ln=-la+k2nvx-la=3n+k2nvx—-in=-3n+k-2n
x=in+k-2nvx=k-2nvx=n+k-2nvx=-3n+k 2n
Dit kan nog worden samengenomen tot x =k 1 v x = %ﬂ + k-7
e 5in(2x)=sin(.r—f;ar]
=x—a+k-2nv2x=n—(x—4n) +k-2n
x=-ln+k2nv2x=n—x+in+k2n
x=-jn+k-2nv3x=1n+k2n
x=-lntk2n vx=3n+kin
f cos(3x) = cos(x—Ln)
3,1'=_x—%n+k-2nv3x=—(x—61n)+f(-2n
x=—n+k-2nv3Ix=-x+tim+k2n

x=-fatk-nvir=in+k-2n

x=-im+k-2xn

xop[0,2n]geeft x = I3
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b

cos?(x) + cos(x) =0

cos(x)(cos(x)+1)=0

cos(x) =0 v cos(x) =-
x=in+k-mvx=n+k-2n

xop[0,2n] geeftx ImMvx=nvx=Lmn

2sin(2x +1 m) +3=0

2sin(2x +im) =-

51n(2.\:+{—) —5\33
2x+3ﬂ=13ln+k-2nv2x+3ln=ir—1_l'—n+k-2at
2x=ﬂ+k-2:rtv2x=—_%7t+k-2x

x:%n+k-nvx:—%n+k-ﬂ:

xop [0,2n]geeftx=invx=3nvx=Unrvx=1}n
cos(2x) — cos(x — 1) =0

cos(2x) = cos(x —1n)

2x=x—m+k-2myv 2x=-(x—in) +k-2n
x=—%n+k-23rv 2x=—x+"1—n+k-2n
x=-in+k-2nv3x=in+k 2n

N ‘ gl 2
x=-gn+k-2nvx=prnt+k-sn

xop [0,2n] geeftx=Fnvx=3avx=13nvx=1xn

) =2~ 3sin(2x - ) =2~ 3sin(2(x~ )
de evenwichtsstand is 2
de amplitude is 3

de periode is 2?“ =T

-3 < (), dus de grafiek gaat dalend door het beginpunt ( Lx.2).

¥

AR
I\ // \ [/
j,_ @f-_?_*__]______ _/

\WIERWIE
o \\/ ; \\-/ 27

-1

f(0)=2-3sin(-tn) =2-3--13=2+ 113

fEm) =2~ 3sm(§ —1z)=2-3sin(ln)=2-3=-1
(Br—Ln)=2—3sin(lin)=2-3--1

F(Br) =2 —3sin
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d

fx)=1 geeft 2 - 3sin(2x — in) =1
-3sin(2x —ix)=-11
sin(2x — 1) =1
x—in=ln+k-2nvoax-ln=a-in+k 2=
&c=3m+k-2nv 2=tk 2n

x=§:lt I'k-nvx:%

nt+k-m
xop[0,2n] geeftx=lnvx=Snvx=llnvx= l]ln‘

2
f)>; geeft0<x<zmv Zn<x<linvlin<x<2n

Bladzijde 150
o a y=a+bhsin(c(x—d))

b

3+1
2

b=3-2=1
Stijgend door de evenwichtsstand bij opvolgendx=1enx=4,dusd=1 en

a

de periode =4 -1 =3, dusc=23—ﬂ=%n.
Dus y =2 + sin(3a(x - 1)).
v=a+bcos(c(x—d)) meta=2,b= lenc=§ﬂ.
Het punt (1 +7 -3, 3) = (1%,3) is een hoogste punt, dus d = 13.
Dus y=2+cos(3n(x— 1%)
yv=a+bcos(c(x—d))meta=2,b :—lenc=§:rt.

Het punt (1 — 1 -3, 1) = (4, 1) is een laagste punt, dus d =}

=
Dusy=2- COS(%T[(I = }1))

fx) =3~ 2cos(x — 3m) geeft f'(x) = 2sin(x — ;)
Stel k:y =ax+bmeta=f"(m)=2sin(3n) =2-12=2.
y=x2+b

. ”
- - R+b=3+2
fm=3-2cos(3m)=3-2--1\2=3+ 2, dus A(m,3+2)[ "V " 2

b=3+(1-nl2
Dus k:y =x42 + 3+ (1 — m)y/2.
f(x)=4 geeft 3 - 2cos(x—in) =4 y
—2c05(x—%3t)=]
cos(x — fm) =-1
I“‘%TE:%TI'?“&'zHVX-4LT[=—%‘JI+£"21’[ r=4
x=jan+k2nvi=-3n+k2n
xop[0,2n] geeftx=1m v x=15mn
L Ix
o] m 2n
1%]1: |%I{ R
_ g _ L5 1 L . | lizn
o= [ (f~4dx= [ (1-2c05(x~ b)) dv =[x~ 2sin(x ~1n) |
an
L s L B

=-1&n—2sin(1in) — (-Hz - 2sin(¢a)) =-15n-2--1 3+ Un+2-13=2\3-1x
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o, 3sin(x) _
02 /= 2 — cos(x) gecht

(2 = cos(x)) * 3cos(x) — 3sin(x) * sin(x)  6cos(x) — 3 cos(x) — 3sin3(x) ~ 6cos(x) -3
(2 — cos(x))? B (2 — cos(x))? (2 cos(x))?

F'(x) =0 geeft 6cos(x)—3=0
cos(x) =1, dusx, =1n

3sin(in) W3 1z

(1) 3 2 2NE  TANS l_ R
1) = = — =3, dus 457, 3).
f(s“) Z—COS(;—,TI:) 2_;_. | \ 3, dus (3753\3 )

f'x)=

e g _ . S 1 o _ 3 sin(x)

b F(x)=3In(2 — cos(x)) geeft F'(x)=3 o 30800 sin(x) 3 — GGl 205G
Dus F'(x) = f{x) en is F(x) =3 In(2 — cos(x)) een primitieve van f.
o) = ['_f(x)civ= [3In(2 — cos(x))]; =32 —-1) — 3In2 — 1) = 3In(3)

0

12.1 Formules bij vergelijkingen en herleidingen

Bladzijde 151
o a sin(2x) + sin(x) = 0 geeft sin(2x) = -sin(x) en vanwege de formule -sin(4) = sin(A4 + )

is deze vergelijking te herleiden tot sin(2x) = sin(x + ).

b sin(2x) = sin(x + @)
x=x+ntk2nv2x=a—(x+m)t+k-2n
x=nt+tk2nv2x=m—x—-n+k2m
x=n+tk-2nv3x=k'2n
x=mn+k-2nvx=k-3in

© sin(2x —1n) =-cos(x +in)
cos(2x — 2x) = cos(x + 11n)
x—2m=x+lim+k-2n v 2x—2n=-x—lsm+k2n
x=%n+k-2nv3x=-in+k-2n
x=2%1[+k-23tv x=~%n+k-%n

xop[0,2n] geeftx=invx=invx=1lnvx=13n

Bladzijde 152
o a sin(x+ ._l,:r[} = cos(2x)

cos(x) = cos(2x)
x=2x+k-2nvx=-2x+k 2n
~-x=k'2rnv3ix=k2xn

x=k2nvx=kin

xop [0.2a] geeftx=0vx=2nvx=linvx=2n
b sin(3x)=-cos(x)

cos[3x—%n] = cos(x + m)

Ir—in=x+nt+tk2nviIr—in=-@+n)+k2n

x=ln+k2nv3x—sm=-x—n+k-2n

x=3n+k-mviax=-in+k 2n

x=in+k-nvx=-in+k-in

xop[0,2n] geeftx=3nvx=Lnvx=invx=Ilavx=lravx=1xa
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Cc

sin?(x) + 4 cos(x) = 1

1 — cos?(x) +1cos(x) — 1 =0
~cos?(x) + 5 cos(x) = 0
-cos(x) (cos(x) = % =0
cos(x) =0 v cos(x) = %

xz%n'l k-r[vx:%n"i k-2 vx=—_]§zt'i'k-27c
xop[0,2n] geeftx=lavx=Unvx=lnvx=1%n
cos(x — 1)=-cos(2x + 1)

cos(x — 1)=cos(2x + 1 +m)
x—l=2x+1+n+k-2nvx—1=-2x+1+n)+k-2n
x=2+nt+k2nvx—1=-2x—1—-n+k2n
x=-2-n+k-2nvi3ix=-n+k-2n

x=-2—-n+k2n vx=—%n+k-%n

xop[0,2n] geeftx=-2+nvx=iavx=nvx=1ln
sin(2x +w) =1 — 2sm(2x)

-sin(2x) = 1 — 2 sin(2x)

sin(2x) =1

2x=3n+k-2n

x=in+km

xop [0,2n] geeftx=invx=1in

2 sin*(x) + cos3(x) + cos(x) =0

2(1 — cos?(x)) + cos*(x) + cos(x) =0

2 = 2co0s*(x) + cos?(x) + cos(x) =0

-cos?(x) + cos(x) +2=0

cos*(x) — cos(x) —2=0

(cos(x) + 1)(cos(x) —2)=0

cos(x)=-1 v cos(x) =2

x=m+k'2n geen opl.

xop [0,2n] geefix=n

cos(2nf) = sin(%m‘)

cos(2ar) = cos(inr — Ln)
2mt=int—in+k-2n v 2m=-(3mt—1in) + k-2
Bnt=-in+k-2nv 2mt=-int+1in+ k- 2n
t=-1+k2v2Un=Iin+k-2n
t=-t+i- 1l v2de=1+k2

=y I gl = 4
t= 34.-)'{ lﬁvt— +k5

1
5
top[0,3] geeftt=1ve=2Lvei=lve=13v¢=2}
cos( L) = -cos(nr)

cos(Lnr — i) = cos(mt +m)
Imt—ln=mt+r+k-2nvim—in=—(n+m)+k-2n
~%nt= ]%ﬂ-ﬂ’c-zn v%m—%n=—m—ﬂ+k-2n
—t=13+k2viint=-jn+k 2n

F==15 + k2% viit=-2 + &2

t=-12 +k 2 vi=-24+k13

top[0,3]geeftt=2vi=12vie=3
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© 2 2sin(x) = sin(x)

sin(x)=0

b sin(2x) = sin(x)
2x=x+k2nv2x=n—x+k2m

¢ =

d ==

e sin(2x) = sin(x +i7)
2x=x+im+k-2nv2x=n— (x+in)+k 2n

f —
o a y=rcos(x)
Verm., y-as, 11
¥ =cos(2x)
verm. y-as,— |
y=-cos(2x)
b
W\ |
\M“
V f
c =—-\;2geeftsmx)— 1.2

=-in+k2nvx=n—-in+k2n
x=-in+k2nvx=Ln+k2=n
xop[0,2x | geeftx=L;mvx=13x
d g(x)=1 geeft-cos(2x) =1
cos(2x) = -3
x=3n+k2nv2x=-in+k2n
x=intkavx=-3n+k-z
xop[0,2n]geefix=lnva=llnvx=invx=1in
e f(x)=g(x) geeft sin(x) =-cos(2x)
cos(x — %:fl:) =cos(2x + m)
x—in=2x+m+k2nvx-in=-x+m)+k2n
-x=Un+k2nvx—in=-2x—n+k2n
=-lUn+k-2nv3x=-in+k 2n
=—I%n+k-2n vx=—(%n+k-%n
xop [0,2n]geeftx=lnvx=1lnvx=13xn

f)<gx)geeftx=Inviln<x<1lnm

a a fix)= sin( = g:t) = sm(Z(x = -n)) 2(x) =-cos(x + {{ﬂ)
de evenwichtsstand is 0 de evenwichtsstand is 0
de amplitude is | de amplitude is 1
e e ST .. 2m
de periode is e s de periode is 1o 2n
stijgend door beginpunt ('!:Tt 0) cen laagste beginpunt is (—— -1)
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¢ f(x)=0 geeft sin(Zx = %n) =0
Zr—l;n:k-n
2x=%1r+k-1r
x=intkegm
xop[O,l%u] geeftx=¢nvx=3nvx=1in
Dus de nulpunten van fzijn lx. 2w en 117
g(x) =0 geeft —cos(x + ln) =0
cos[x+%:rt)=0
x+in=3n+km
x=in+k-n
xop[0,in]geeftx=1nvx=1in
Dus de nulpunten van g zijn i en 15z
d f(x)=1_ geeftsin(2x —1n) =1
r—sm=gn+k-2n v 2x—in=n—in+k-2n
2x=%ﬂ+k-21rv2x—3ln=§ﬂ+k-2n
x=gutk-mv2x=lin+k 2n
x=4|—n+k-nvx:%n+k-ﬁ
xop [0, in]geeftx=tnvrx=linvx=7n
fx)>1geeftin<x<fnvijm<x<ln
e f(x)=g(x) geeftsin(2x —in) =-cos(x + in)
cos(Zx = _%n = %at) = cos(x + én + :I)
cos(?x = %:rr) = cos(x o lén)
A —gm=x+1in+k2nv2x—In=-(x+ 1in) +k-2n
x=2n+k2nv2x—in=-x—llnt+k2n
x=k-2:tv3x=—;—:r+k-2n
x=k-2zm vx=-‘én+k-%x
xop|0,15n] geeftx=0vx=Jnvx=13n
f(x) < g(x) geeft §m<x < 13n
Bladzijde 153
o a AC=y, —yy=sin(a)— sin(f)
BC=x;—x,=cos(ff) — cos(«)
b 4AB* =AC?+ B(*
= (sin(a) — sin())* + (cos(f) — cos(a))?
= sin®(er) = 2 sin(a) sin( f) + sin?(f) + cos?( B) — 2cos(f) cos(a) + cos*(a)

= sin*(a) + cos’(a) + sin?(f) + cos’( f) — 2 sin(a) sin(f) — 2 cos(a) cos( )
=2 — 2sin(a) sin( f) — 2 cos(a) cos(f)
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Bladzijde 154
Q a cos(f — u) = cos(f)cos(u) + sin(f)sin(w)

u vervangen door -u geeft
cos({ + u) = cos(t)cos(-u) + sin(¢) sin(-u)
cos(t + u) = cos(f)cos(u) + sin(t) - -sin(u)
cos(t + 1) = cos(f)cos(u) — sin(¢)sin(u)

b cos(t + u) = cos(f)cos(u) — sin(¢)sin(u)
u vervangen door u — %J’t geeft
cos{r it %Jt] = cos(r}cos(u = én) — sin(#)sin (1 — %n)
sin(¢ + ) = cos(£) sin(u) — sin(r) - —cos(u)
sin(f + u) = cos(f)sin(u) + sin(f)cos(u)
sin(f + ) = sin(f)cos(u) + cos(r)sin(u)

¢ sin(f+ u) = sin(f)cos(u) + cos(s) sin(u)
u vervangen door -u geeft
sin(f — w) = sin(t)cos(-u) + cos(z)sin(-u)
sin(t — u) = sin(f)cos(u) + cos(f) - —sm(u)
sin(f — u) = sin(f)cos(u) — cos(#) sin(u)

@ a sin(t + u) = sin(r)cos(u) + cos(f)sin(u)
¢ en u vervangen door 4 geeft
sin(4 + A) = sin(4) cos(A) + cos(A)sin(A)
sin(2A4) = 2 sin(A4) cos(4)

cos(t + u) = cos(u) cos(u) — sin(f)sin(u)
t enu beide vervangen door 4 geeft
cos(A + A) = cos(A)cos(A) — sin(A)sin(A)
cos(24) = cos?(4) — sin*(A)
b cos(24) = cos?(A) — sin*(4)
cos(24) = cos?(4) — (1 — cos*(A))
cos(24) = cos?(4) — 1 + cos?(A)
cos(24) =2 cos}(4) — 1

cos(24) = cos*(A) — sin’(4)
cos(24) =1 — sin’(4) — sin*(4)
cos(24) =1 — 2sin¥(A4)

Bladzijde 155
@ a cos(24) =2cos*(4) — 1
2c0s(4) =1 + cos(24)
cos’(4) =5 +;cos(24)
b cos(24) =1 —2sin*(4)
2sin*(4) = 1 — cos(24)
sin?(4) =1 —1cos(24)

@ a 2sin(x)cos(x) =sin(x — 1)
sin(2x) =sin(x — 1)
2x=x—-1+k2xnv2x=n—(x—-1)+k2n
x=-1+k2nv2x=n—-x+1+k2n
x=-1+k2nv3x=n+1+k2n
x=-1+k-2xvx=3in+i+k-in

b cos*(2x) = cos(4x) + !
cos*(2x) — 1 = cos(4x)
;— cos(4x) = cos(4x)
cos(4x) =10
dx=In+k-n

wiils sl
x=gnt+k-m
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e sin?(1x) =cos(x) + 11
sin?(1x) =1—2sin2(1x) + 13
3sin?(x) =2
sin?({x) =3
sin(jx) =3+/3 v sin(3x) =-3/3
é—.\’.:jln +k-2n V%Iiﬂi' %TI:T k2 v é—x=—%:rr + k-2 v %I:JI "‘%T["'k'.?]’[
x=n+kdnvix=in+k-2nvx=-na+kdnvix=1in+k-2n
x=intk-dnvx=lntk-dnvx=—ntk-dnvx=23%n+k4n
Dit kan nog worden samengenomen tot x =im+k+2n v x=lin+ k- 2m.
d (sin(x) +cos(x))* =15
sin’(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos’(x) = 13
sin?(x) + cos’(x) + sin(2x) = 13
| +sin(2x) = 1}
sin(2x) =1
x=inthk2nv2x=m—int+k-2n
x=]'—2ﬁ+k-nv 2x=%n+k-2n

x=%n+k-ﬂvx=f—2n+k'ﬁ

®a

; ’\ y = sin’(x) + cos(2x)

(0] n 2n

-1

De evenwichtsstand is 1, dus @ = 3.

; .1+
De amplitude is ! 5 0. 3, dusb=3.
De periode is 7w, dus ¢ = 2?11 =2.

Een hoogste punt is (0, 1), dus y = %+ %cos{Z:).
b cos(24) = 1 — 2sin’(4) geeft 2sin*(4) = 1 — cos(24) dus sin®(4) = — { cos(24)
¥ = sin’(x) + cos(2x)
=4 —3cos(2x) + cos(2x)

=1 +1cos(2x)

@ sin(3x) =sin(2x + x)
= sin(2x)cos(x) + cos(2x)sin{x)
= 2sin(x)cos(x)cos(x) + (1 — 2sin’(x)) - sin(x)
= 2sin(x)cos?(x) + sin(x) — 2sin*(x)
= 2sin(x)(1 — sin?(x)) + sin(x) — 2 sin*(x)
= 2sin(x) — 2sin’(x) + sin(x) — 2sin’(x)
= 3sin(x) — 4sin’(x)

@ a cos(24) = | — 2sin*(A) geeft 2sin*(4) = | — cos(24) dus sin’(4) = 3 — 3 cos(24)
y=1—cos(x)—sin?(ix)
=1 —cos(x) =3 +1cos(x)
=1—1cos(x)
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b cos(3x) = cos(2x +x)
= cos(2x) cos(x) — sin(2x)sin(x)
(2cos’(x) — 1) - cos(x) — 2sin(x)cos(x)sin(x)
= 2¢os*(x) — cos(x) — 2sin*(x) cos(x)
= 2cos’(x) — cos(x) — 2(1 — cos(x)) - cos(x)
= 2¢0s’(x) — cos(x) — 2cos(x) + 2cos’(x)
= 4cos(x) — 3cos(x)

@ a -cos(A4)=cos(4 +m)
b sin(4) = cos(4 — i)
¢ cos(24) = 1 — 2sin’(x) ofwel sin%(4) =1 — L cos(24)
d cos(24) =2cos*(4) — | ofwel cos?(4) = § + 3 cos(24)

e cos(4) =sin(4 +1n)

12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren
Bladzijde 157
@ Xp="Xyen)p =Y,

X=Xy 00V ="y

Bladzijde 158

Uit de symmetrie volgt sin(n — p) = v, = ¥ = sin( p) encos(x — p) =x, = —xz = —cos( p).

@ a f(p)=pcos(p) } S - —
Fgy=—gcost) = -puosl ) J) +f(=p) =pcos(p) — pcos(p) =0
Dus de grafiek van fis puntsymmetrisch in de oorsprong.
b g(p)=psin(p) } i
o(-p)=-psin(-p) = psin(p) | €P) ~&P)
Dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as.

@D a f(p)=cos’(p)sin(p)
f(=p) = cos’(-p) sin(-p) = cos?( p) - -sin( p) = —cos?( p)sin(p)
Er geldt f(p) + f(-p) = cos’(p) sin(p) — cos’(p) sin(p) = 0.
Dus de grafiek van f is puntsymmetrisch in O.

b f(3n+p)=cos’(3n+p)sin(3n + p) ,

= (-cos(3m—p))*-sin(3x — p) At
I
=cos’(in—p)sin(in—p) E !
i\
=f(Gn—p) i |
Er geldt f(3n + p) = f(3n = p), dus de grafiek van fis -1 0 T

symmetrisch in de lijn x = I7.

-1
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@ a fCinp)=2sin(-ln-p) - 2e08lnp)

b f(-in+p)

116 Hoofdstuk 12

=2(sin(-1x) cos(p) — cos(-in)sin(p)) — 2(cos(-im) cos(p) + sin(-Ln) sin(p))
=2(-32-cos(p) =32-sin(p)) —2(; V2 cos(p) 32 sin(p))
=-v2-cos(p) = 2" sin(p) = y2-cos(p) + V2 sin(p)

=-22"cos(p)

Il

2sin(-Ln + p) — 2cos(-3x + p)

=2(sin(-17)c0s(p) + cos(- 1) sin(p)) ~ 2(cos(-L)cos(p)  sinf-|)sin(p)
=2(-1\2 - cos(p) + 12 -sin(p)) — 2(2 V2 - cos(p) + 12 sin(p))

=2+ cos(p) + 2+ sin(p) — 2 cos(p) — 2+ sin( p)

=-2{2cos(p)

Er geldt f(-in— p) = f(-1n + p) dus de grafiek van f is symmetrisch in de lijn x =-1x.

fln+p)=cos(in+p) +sin(in+p) + 1
= cos(1n) cos(p) — sin(in) sin( p) + sin(1n) cos(p) + cos(Ln)sin(p) + 1
=12 cos(p) — 12 -sin(p) + 12 -cos(p) + L2 sin(p) + 1
= J2-cos(p) + 1

f(n—p) =cos(zm—p) +sinGz—p) +1

= cos(}n) cos(p) + sin(}m) sin(p) + sin(}n) cos(p) — cos(in)sin(p) + 1

=372 cos(p) + 32 sin(p) + 332 cos(p) — /2 sin(p) + 1
=2+ cos(p)+ 1

Er geldt f(}n + p) = f(1n— p) dus de grafiek van £ is symmetrisch in de lijn x = lx.

Alternatieve uitwerking

f(Gn+p) =cos(jm+p) +sin(3m + p) + 1 y
L o (N el Lo 1l _in+p
sin(37 —p) + cos(ym —p) + 1 7
=COS(l—T[—p]+SiI1(;I{JI‘—p)+l // -
e 44 =
=f(Gm-p) g

Er geidtf(in o p} =__f(ﬁrr — p), dus de grafiek van fis
symmetrisch in de lijn x = j7.

fGn—p)=cos(Gu—p) +sin(Ga—p) + 1
= cos(%n)cos(p] + sin(%:r:) sin( p) + sin(;’—;n)cos(p) = cos(%n)sin{p) +:1
=-12-cos(p) + 5\/2sin(p) + 12 cos(p) + 112 - sin(p) + 1
=4/2-sin(p) + 1

f(;%r[ +p) = cos(f—;n +p)+ sin(;%:r[ +p)+1
= cos(3m) cos( p) — sin(3x) sin(p) + sin(37) cos(p) + cos(3n)sin(p) + 1
= -% \,’E-cos(p) = % \E -sin(p) + % \/'5- cos(p) — f \5 -sin(p) + 1
=-J2:sin(p) + 1

FGm—p) +f(Gm+p) =2 sin(p) + 1 —y2-sin(p) + 1 =2

Dus de grafiek van fis puntsymmetrisch in het punt (3=, 1).
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) a y=1lsind(x) geeft [Lsin’(x)] = sin’(x) - cos(x) en dit is niet f(x), dus y = Lsind(x)
is geen primitieve van f.
b cos(24) =1 — 2sin’(4)
2sin¥(4) = 1 — cos(24)
sin’(4) = § — 3 cos(24)

Dus sin®(x) =1 — 5—::09(2):)

¢ f(x)=sin’(x)= % S L cos( 2x) geeft F(x) = % ﬁsin(Zx') +c

Bladzijde 159
€0 a cos(24) =2cos*(4) - 1
2cos(4) =1+ cos(24)
cos*(4) =1 + 1 cos(24)

Dus f(x) = cos(x) =5 + 3 cos(2x) geeft F(x) = 5x + 5 sin(2x) + c.
b cos(2A)=1— 25inb{A}

2 sinZ(A) =1 —cos(24)

sin’(4) = L —cos{2A)

Dus g(x) = sm2(3x) =1 — cos(6x) geeft G(x) = 1x — {5 sin(6x) + c.
¢ sin(24) = 2sin(A4) cos(A)
sin(A)cos(4) = ;— sin(24)

Dus A(x) = sin(1x) cos(1x) =1 sin(x) geeft H(x) =-1 cos(x) +

€D a sin(24) = 2sin(4) cos(4)
sin(A4) cos(4) = 5 sin(24)
fsin(2x)cos(2x)dx= f%sin(4x}dx= [ cos(-dfx)j{‘J1 =-1cos(im) +4cos(0)=-} -1 +1-1=1 +1=2
0 0
b cos(24) =1 — 2sin’(4)
2sin(A) = 1 — cos(24)
1sin?(4) =} — } cos(24)

n

f (2 - L sin?(x)) dx = J (21 +cos(2x)) dx f (13 + L cos(2x))dx = [13x + 4 sm(Zx)]

=13n+isin@m)— (12 -1n+1sin(2n))=Br+0- (Gn+i-13)=1in-L3

ol 1n
st tn 1

KL)=n f (fePdx=n f simt(2r)dx =7 [ (5 — Seos(4x)dx = af(x — } sin(4x)) |
0

0

= n((§n — i sin2m)) — (0~ § sin(0))) = i

@ a f(x)=2sin’(x) +sin(x) — 1 geeft f'(x) = 4 sin(x) cos(x) + cos(x)
£(x) =0 geeft 4 sin(x) cos(x) + cos(x) =
cos(x)(@sin(x)+ 1)=0
cos(x) =0 v sin(x) =-;
I:%H'i'k'ﬂ' vx=-0252.. .tk 2nvx=n—-0252...+k2n

Dusx=invx=1lirvx=6,03..vx=339.
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x=1m geeft f(in) = 2sin?(In) + sin(in) - 1=2-124+1-1=2

x= Lz geeft f(11n) = 2sin?(11n) +&.m(]ln]— 1=2-(-1*+-1-1=0
x=6,03... geeft /(6,03..) =2+ (-1 +-1 —1=-1!

x=339.., geeft /(3,39..) =2+ (-})° +—g -1=-1

Dus B, = [-13,2].

b f(x)= 0 geeft 2sin’(x) + sin(x) — 1 =
Stel sin(x) =u.

2uttu—1=0
D=12-4-2--1=9
-1-3 =13 4
H=———=-1vu= =3
4 -

sin(x)=-1 v sin(x) =5

x= 1%H+k-21rvx:%n+k-2nvx:%ﬂ;+k-2n

xop [0,2n] geeftx=({nvx=3nvx=1Ln
o) = f (2 sin?(x) + sin(x) — 1)dx = f (1 — cos(2x) + sin(x) — 1)dx
= [ (-cos(2x) + sin(x)) dx = [} sin(2v) - cos(x)].”

) — (-%sin(%n) = cos(%n))

)
=4 4I-1I- (- 1)

) f(x) =0 geeft sin’(x) + sin(x) +1 =0
(sin(x) +1)> =0
sin(x) = -4
x=-lp+k-2nvx=1in+k-2n

xop 0,21 geeftx=1llnvx=1x

_/?\ e X
0 2
] T ]%1
oV = f(sm (x) + sin(x) + ) —f(% — Scos(2x) + sin(x) +}1)dx
1tn lin

5
?l'

= f (4 005(21} + sm{r)) 4 x— gsm(?_x} = cos(x)J
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€ a De evenwichtsstand is 15 en de amplitude is 3.

De periode is = 2 =47
1

-3 <0, dus dalend door beginpunt (0, 11)

--------------------------------------- 7""?'-""--"

ral—

1 \_---

b f(x)=0 geeft 15 — 3sin(ix) =0
sin(3x) =3
%x=,'—,n+k-2n v sx=2n+k2n
x=in+tk-dnvx=1n+k-4n

x op [0,4n] geeftx=1im v x=13n

EN ]%1‘( N
E qlzn
o) = [O—feds= [ (-15 +3sin(b))dx = - 1hx—6cos(sx) |,
=-2ln—6cos(n) — (-in—6cos(ln)) =-2ln-6--1\3+in+6-13
=-2n+6+/3
3z I3n
¢ 1= [(fepde=n [ (13- 3sin(x)*dr

2
I5n

= f (21 —9sin(Lx) + 9sin?(1x)) dx

1
I

= nf{Z —9sin(3x) +9(5 — 5 cos(x))) dx

1111:

=7 [ (2} —9sin(lx) + 41 — 4L cos(x)) dx
f‘[ 4 2 2 — 4 cos(

1
N

12 T

—T[f{63 9sin(1x) — 45 cos(x)) dx

n[ 2x+ 18 cos(Lx) — 41 sin{x)};u

n(¥r+18cos(Gx) — 44 sin(12 ]—(§n+18 cos(1n) — 4Lsin(in)))
45
T

=n(Bn+18--3\3-4--1\3-In—-18-1\3+45-13)
=n(9n—9V3+213-93 +23\/3)
=972 — 13473
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12.3 Cirkelbewegingen en trillingen

Bladzijde 161

@ a y,=sin(cr) en de periode is 5, dus ¢ = 2?::
b formule 11
Bladzijde 163

€D rc =1 dus £ MAB =45°en dus is AB = BM.

AM =4 geeft AB=BM =—=2.2

Sk

Y

Dusx,=x,—AB=2—2\2Zeny, =y, + BM=1+2/2.

Bladzijde 164
@ a De baan van P is een drickwartcirkel met middelpunt (-1, 3) en straal 2.
Opt=0isPin(1,3).
P draait linksom.

1 y=x+4

b x=0geeft-1+2cos(1)=10
cos(f):%

r=%n+k'2n vt=—%:r[+k‘2:[
top LU_. l%x] geeftr=%n
y,=3+2sin(in) =3+2-1/3=3+3,dus 4(0,3 +3).
¢ Substitutie van x =-1+ 2cos(f) en y = 3 + 2sin(f) in y = x + 4 geefl
3+ 2sin(t)=-1+2cos(f) + 4
2 sin(f) = 2cos(?)
sin(#) = cos(f)
cos(r = %n] = ¢os(?)
r—%n=f+k-2n v!-%n=—f+k-2n
geen opl. 2t=£—n+k-21t
t=ymtk-m

topl0, ] geeftt=lnvi=1lx

t=ingeeftx,=-1+2cos(3m) =-1+2:3J2=-1+2eny,=3+2sin(jn) =3+2-1\2=3+2.
t=1im geeftxo=-1+2cos(ljn) =-1+2:-LJ2=-1-\2eny =3 +2sin(l}n) =3 +2--}\2=3 - 2.
Dus B(-1+2,3+2) en C(-1-2,3—2).

d Voeriny, =-1+2cos(x) eny,=-2.

Intersect geeft x = 2,09 en x = 4,19.
Dus P links van de lijn x =-2 geeft 2,09 << 4,19,
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D a

xp=5-+3cos(2f)
yp=2+ 3sin(2¢)

b Voer in y, =2 + 3 sin(2x).

D a

De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 1,935... en x = 2,776...
2,776... — 1,935... = 0,84, dus per rondgang bevindt P zich 0,84 seconde onder de x-as.

De baan van P is een drickwartcirkel met middelpunt(-1,-+/3) en straal 2.
Opt=0isPin (13,-3).
P draait linksom.

t=tin

e

A~ ¥
_2,/ 1 o \1 2

# N
NI ELN
L
Nl

—

y=0 geeft -3 + 2sin(27) = 0
sin(2r) = ﬁ\ﬁ
2=in+k-2nv 2u=3n+k2n
t=gn+kmvi=in+k-n

top[0,3n]geeftr=luvi=1xn

Voor A4 geldt £ =im en dit geeft x, = -3 +2cos(3m) =5 +2--3 =-1}.

Dus A(-11,0).
x=-11 geeft -1 +2cos(2t) =-11
2cos(2f) =-1
cos(2f) =-1
A=in+k-2nv2a=-in+k 2n
t=ln+knvi=-in+tin
f op [0,%7[] geeftr=3mv r=_%ar
Dus P links van de lijn x =11 voor {n < ¢ <2x.
Voer in y, =—/3 + sin(2x) en y, = -2.

Intersect geeft x = 1,701,
Dus P onder de lijn y =-2 voor 1,71 <¢< %’n.

Substitutie van x = 2 cos(f) en y = 2sin(f) in y = x + 1 geeft 2 sin(¢) = 2 cos() + 1.
Voer in y, = 2sin(x) en y, = 2 cos(x) + 1.

Intersect geeftx = 1,15 eny~= 1,82 enx= 3,57 en y = -0.,82.
Voort=1,15isy=182enx=y—1=0,82.
Voort=3,57isy=-082enx=y—1~=-182.

Dit geeft de snijpunten (0,82; 1,82) en (-1.82;-0.,82).
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b x=1 geeft 2cos(t) =1
cos(t) =14
t=3n+k-2n v r:—%n+k-2n
De baan ligt rechts van de lijn x = 1 als 2cos(¢) > 1, dus als cos(¢) > 5
en dit geeft-{m <1 <1im.
De baan is de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 2.

'?

. 3% ; -
Dus ligt o % deel van de cirkel rechts van de lijnx = 1.

De lengte van dit deel is § -2n-2 = lin.
¢ P(2cos(1),2sin(r)) en O(cos(21), sin(2¢)) geefi
PQO? = (2cos(t) — cos(21))* + (2sin(r) — sin(2r))*
= dcos?(f) — 4 cos(¢) cos(21) + cos*(2f) + 4 sin’(¢) — 4 sin(f) sin(2) + sin®(2/)
= 4cos¥(f) + 4sin3() + cos(2t) + sin®(2f) — 4 cos(t) cos(2¢) — 4 sin(t) sin(2¢f)
=4+ 1 — 4cos(f) cos(2/) — 4 sin(r) * 2 sin(f) cos(/)
=5 —4cos(f)(cos(2f) + 2sin(2))
=5 —4cos(#)(1 — 2sin’(f) + 2sin’(#))
=5—4cos(t)
Dus PO = /5 — 4 cos(z).
d Voeriny,=/5—4cos(x) eny,=1,5.
Intersect geeft x =0,812... en x = 5.470...
y

A

L |

y
LETE

I 1

1 1

L L 1 | X
o 0,81 T 547 2mn

Dus gedurende 5,47... —0,812... = 4,66 seconde per rondgang.

Bladzijde 165

@ a x,=rcos(ct),r=3 ende periode is 5, dus ¢ = 25—H = %rr.
. . . 2n 5
yp=rsin(ct),r =3 en de periode is 5, dus ¢ = - =%m.

b yp=yp }

.
yp=3sin(%nr) vp=3sin(5nt)

Bladzijde 166
@ a De frequentie is 5;]—: =25 Hz.
b Per trilling is de afgelegde afstand 45 =20 cm.

Er zijn 25 trillingen per seconde, dus per kwartier zijn er 60 15-25 = 22500 trillingen.

De afgelegde afstand in één kwartier is 22 50020 = 450000 cm = 4,5 km.

Bladzijde 167
@ amplitude = 10 geeft b= 10
frequentie =3 Hz geeftc=2n-3 =6x
Op ¢ =+ stijgend door de evenwichtsstand, dus :¢c —d =0

Czﬁn}_,,'mﬁen—#o

Dus # = 10sin (67 — 7).

In
€ a x,.=x,=bcos(cr) = bsin(ct + ;m) = bsin (c(r+ %)) = bsin (c(r + in’)),

dus P"voert een harmonische trilling uit.
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b Door de figuur een achtste slag te draaien, zie je dat de projectie van P y
op de lijn y = x op hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige y=x
cirkelbeweging op de y-as of x-as.

Dus de projectie van P op de lijn y = x voert ook een harmonische trilling uit.

@ a De omtrek van de cirkel met middelpunt P en straal 1,00 m is 2z- 1 = 2m m.

De lengte van boog BC is % 2m=0,1745 m.

b sin(5°) = % dus 4'B = sin(57) &
BC=2A4'B=2sin(5%) = 0,1743 m.
e b=A'B=5sin(5°)= 0,09 1,00

C=2_T[= 2n =\/§= &33,]3
T /7 I vV 1 a
27 | —
Vg

d 7= 211\’.% = 2, Kﬁ =~ 2,01 s, dus de klok geeft ongeveer 1 tik per seconde.

Bladzijde 168
@ Voer in y, = 3sin(2x) + 4si11(2x - {'s—rt]
De optie maximum geeft x = 0,94 en y= 6,77, dus b = 6,77.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 0,15, dus d = 0,15.

@ a ¢=500n
Voer in y, = 3sin(500mx) + 4sin(500mx — ).
De optie maximum geeft x = 0,0015 en y = 5,69, dus b = 5,69.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x ~ 0,000466.
Dus u = 5,69sin(500n(7 — 0,000466)) = 5,69sin(500mr — 0,73),
Dus u = 5,69sin(5007wz — 0,73).
500x

b De frequentie is =250 Hz.
¥

Het punt legt in 1 seconde 250 -4 - 5,69 = 5690 mm = 5,69 m af.

¢ ‘:j—‘: = 3-500m cos(500mt) + 4 - 500w cos(500m — 2x) = 1500m cos(500m) + 20007 cos (500mz — 1)
%] ,= 1500 cos(0) + 2000z cos(-2m) =~ 6654
. :
De snelheid op ¢ = 0 is 6654 mm/s = 6654 ﬂ km/uur = 24 km/uur
P 1000000 '

Bladzijde 169
@ Voer in y, = sin(x) + 2 cos(x).
De optie maximum geeft x = 0,46 en y = 2,24, dus b = 2,24,
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 5,18, dus d = 5,18.
Dus u, = 2,24 sin(z — 5,18).

@ FU MORMAL FLOAT AUTO REAL RABLAN MF n

RARY

De periode van u = sin(2¢) is 22—I[ =1 en de periode van u# = sin(3#) is 2% - _%:rr.

Het kleinste getal waar een geheel aantal keer m en §7 in past is 2.
Dus de periode van u, is 2x.

@ Noordhoff Uitgevers by Goniometrische [ormules 123



" T Y
\ v\/ V\/
2n

De periode van u = sin(2¢) = 5o m en de periode van u = sin(4¢) is %ﬂ = %n.

Het kleinste getal waar een geheel aantal keer w en 37 in past is 7,
dus de periode van u, is 7.

Bladzijde 170
Da u, = sin(100ms) | w, = sin(101n)

in [0, 2n] 100r periodes 1017 periodes
in [0, 2] 100 periodes 101 periodes

Dus de periode van # is 2 seconden.

b u; = sin(100r) u, = sin(101¢)

in [0, 2] 100 periodes 101 periodes

Dus de periode van u is 21 seconden.

u, = 5sin(1007wr) | w, =sin(105mz)

in [0, 2x] 100m periodes 105n periodes
in [0,

Lnjes

] 20 periodes 21 periodes

Dus de periode van u is 2 seconden.
d

u, = 3sin(1nt) tt = 6 sin(1mr)
in [0, 2] im periodes Ln periodes
in [0, 40] 5 periodes 4 periodes

Dus de periode van u is 40 seconden.

@ u, = sin(660mr) u, = sin(661nz)

in [0, 2n] 660m periodes 6617 periodes
in [0, 2] 660 periodes 661 periodes

Dus de periode van de zweving is 2 seconden.

a o =02sin(14007)  f= 10 _ 500,
e 2n
U, =03sin2100m)  f= % — 1050 Hz
2
u,=0,1sin2800m1) = ‘82‘:?" = 1400 Hz

De frequenties van de boventonen zijn 700 Hz, 1050 Hz en 1400 Hz.

ke u; = 1,5sin(700mt) | 1, = 0,2sin(14007) | a1y = 0,3 sin(21007r) | e, = 0,1in(280071)
in [0, 2] 700m 14007 2100m 28007
in [0, 551 I 2 3 4

De periode van u is 115 seconde.
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M a

w, = 0,6 sin(500xr) | u, = 0,6 sin(550mr)
in [0, 2x] | 500% periodes 550m periodes

in[0,5:] |10 periodes 11 periodes

De periode van u, is 5 seconde.

Op het GR scherm zie je 11 periode van de zweving, dus Xmax = 14 - 55 = 0,06.

Voer in y, = 0,6sin(500mx) + 0,6sin(500mx — 0,5m). Neem Xmin = 0 en bijvoorbeeld Xmax = 0,01.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft opeenvolgend x = 0,0005 en x = 0,0025, dus de periode
is 0,004.

) . 2n
D “o0004 '
it geeft ¢ 0.004 500m
d
¢ = 0,0005 } d =0,0005 - 500 = 0,257
¢=500mn

De optie maximum geeft x = 0,0015 en y =0,848... dus b= 0,85,
Dus u = 0,85 sin(5007: — 0,257).

12.4 Bewegingsvergelijkingen

Bladzijde 172
@ a Snijden met de x-as, dus y = 0.

v =0 geeft sin(4¢) =0
di=k'm
t=k-ym
top[0,2n] geeftt=0,t=ym t=3m,t=3m t=mt=13m, t=13n 1= 13ment=2nm.
Het punt P gaat door de oorsprong voorf=0,{=men{=2n
en snijdt de x-as in (-1,0) voor ¢ = 15men in(1,0) voor ¢ = jm.

= 3 SOURR e WL R . O il
t=1nent=3n geven x=sin(in) =sin(In) =12, dusx, =12

t=15men =13 geven x =sin(1in) =sin(13x) = -3 2, dus x, = -5./2.

b Cis een top, dus y.= I.

v =1 geeft sin(41) = 1
dt=in+k-2n
_1 1
t=gntk-3n

t=4m geeft x=sin(}n) = 0,3826..., dus x.= 0,383.

Bladzijde 174
@ a y= geeftsin(n)=;

t=gnt+k2nvit=:in+k 2n
rop[O,En]gcchf:énvr:gn.

t=¢m geeft x = Sin(%ﬁ = é—\f .dusx, = %\'
1

CD=xp—%s=1\3—13=13
De baansnelheid is

|740) = [ CooslEm)P + skl = (@ + (AP = [T=3 -
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d x() =0 geeft sin(2¢) = 0
2=k m
t=k: %:rc
W) =0 geeft sin(r) =0
t=k-m
Dus de baan gaat op [0, 21| door de oorsprong voor =0, =men = 2m.

50 2::05(0)):(2) =y =(2c05(2n])=( 2)
V() (cos({}} 1 en v(m) cos(m) -1/

(T)(T)‘ ___128+11] M=1] 3

(z)‘ ‘(2)‘_~"2”'2'v'22+{—112 V545 5
|\

cos(p) = ‘

Dus ¢ = 53,17,

@ a yv=1 geefisin(3) =1
3t=in+k-2=n
t=¢m+k-3m
t=2m geeft A(sin(l%:ri,sin(%ir)) =A4(-1\3,1)
x = -1 geeft sin(2¢) =-1
2i=lsm+k-2n
t=imtk-m
t=3m geeft B(sin(11n),sin(2kn)) = B(-1,1\2)
b x(f) =sin(2¢) en yw(¢) = sin(3r) substitueren in y = x geeft
sin(37) = sin(21)
3t=2t+k-2n v3t=m—=2t+k-2n
t=k2nv S5t=n+k2n
t=k-2n vr=_;::r:+k-§7t
top[0,2n] geeftt=0vi=invi=invei=nvi=Unvi=linvi=2n
Bij de oorsprong horen t=0,¢f=ment =2nx.
Bij de andere punten horen ¢ = tn,t =3m,t = 1iment = 13n.

c x(!)=% geeft sin(2/) =
2=Ilnt+k-2nv2u=3n+k 2n
t=pntkmvi=gntkon

S
27

top[0,2n geeftr=fnvi=lsavi=gnvi=1

(1) =142 geeft sin(3t) =12
t=im+k-2nv3t=in+k2n
t=fnt+kinvi=in+kin

t op [0,2n}gccft£=%nvt=%nvr=l%nvr=$nvr=ﬁnvr=1%n
1
2

x(f) = sin(27) geeft x'(f) = 2cos(2t)
v(#) = sin(3¢) geeft y'(r) = 3cos(3r)

| ¥ (&m)| = \[@cos(gn))* + (Beos(im)) = |/(2-

T
= 2c05(0))=(2) 25 =(Qcos(2n) =( 2)
w0 (3 cos(0) 3 e (1) 3cos(3n)

(i)(i)‘ |4-9] -5 _s

‘(2 H( 2)| IR AN e AN E RN A E
3 -3

cos(p) =

Dus ¢ = 67,4°.
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@ a x(t)=sin(r— L) geeft x'(f) = cos(t — i)
y(t) = sin(2¢) geeft y'(¢) = 2cos(21)
De raaklijn is verticaal, dus x'(z) =0 A y'(¢) # 0.
Dus cos(f — 1) = 0 A 2cos(24) # 0

—in=ln+k-m Acos(20)#0
t=intkmA2t#intk2n
r:_%:: +homoa I#qlit +k-w
top [0, 2x] geeftr=2nvi=13m
t=3n geeftx=sin(%n] =1 eny=sin(1%n) -3V3, dusA(l,—— 3).
b x=1 geeft sin(z —§R]=’-
t—gn=¢n+k-2nvi—in=3in+k-2n
t=ian+k-2nvi=n+k2=n
top [0, 2x] geeft!=%1‘tv!=n.
v(1) = sin(3n) = 13 geeft B(1,1\3)
y(m) = sin(2m) = 0 geeft C(L,0)
Dus BC=1/3.
¢ x(f)=sin(r — %:rc) en y(t) = sin(2¢) substitueren in y = x geeft
sin(21) = sin(r = },n}
A=t-Lin+k-2nv2=n-(t-Lin)+k 2n
t=—tn+k2nv2U=n—t+in+k 2n
t=-tn+k-2nv3t=1lin+k2n

t=-ln+k2nvi=Ln+k-iz

Lak [t

top[0,2n] geefti=nvi=favi=lnvi= lll—?,;:rc.
d x(¢) =0 geeftsin(z - tn) =0
t—in=kn
t=in+km

Dus de baan snijdt zichzelf voor = 1n v r=11nin (0, }/3).
" cos(0) ) (1) i _( cos(m) )_ (—1)
v(3m) = (ZCOS (im) en v(1gn) = 2cos(2im)) \ 1)

( ) ( )= 0, dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is 90°.

4= |~
I

)

‘V (3n |“\/(u}5{6 )+ (2cos(3n)) = (w3} 2--1P= Vﬁ;+]=\/

[
P

Bladzijde 175
@ a x =0 geeftsin(2¢) =0
2t=k'm
t=k- ;—:rr

=0 geeft y= sin(_%:t) =%\ﬁ
t= %TE geeft y = sin(in) :%

t=n geeft y=sin(1jn) =-13

t=11n geeft y=sin(1in) =-1

t=2n geeft y=sin(2ln) =13

Dus 4(0,33),8(0,3),C(0,-3) en D(0,-5/3).
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b x=-3 geeft sin(2) =3
2=-la+k-2nv2=a+lnt+k-2n
-gRtknvi=hntkon

rop[(} 2?1:]geeftf—'l vi=puvi=lanvi=Ilgn

—
Fi
1=}
4]
(4]
=g
e
Il
=
=
;-—x
F‘—i
i
=
(o]
=}

t=143n geefty— sm(24 ) 2

Dus £(-1,1y2) en H(-1,-12) en dit geeft EH=12--1 2= 2.

2% 2

¢ x(1) = sin(2r) geeft x'(f) = 2cos(2)
y() = sin(t + 1) geeft 1'(¢) = cos(t + 1m)

w(=(5(0) - (i) - (1) (1)

(4] I—‘

|-1\3 | _ 13

CDS(@) = \I( 2)2 Y (__ \/—)_ l 4+%

(‘i)(?)
[

3
Dus ¢ = 67°.

s

o 130 = (oG s CoF = (¢ 7+ G 27~

e (=a geeft x=sin(Za)eny = sm[a T n] dus T(sm(Za) sm{a +

t=a+ mgeeft x =sin(2(a + m)) = sin(2a + 2r) = sin(2a) eny = sm(a +n+ i) =sin(a + 11x), dus

Ulsin(2a).sin(a + 117)).

U= |J’r‘)"u| = |sin(a +1n) — sin(a + I%n}[ |‘;m(a +1n) — -sin(a + %
A t i | x| U=
x 1 0 =]
y [ 1] 1|
2
" guoff() j-ng;}p 021 =
c[j)usy=px - l} "
oor(l,1) _5
Dusp=2eng=-1.
Bladzijde 177
@ Substitutie van x = sin (s — %n) en y = sin(2¢) in y = -2x* + 1 geeft
sin(2t) = -2sin?(¢ — i) + 1
sin(21) = 1 — 2sin?(¢ — ,]1?1:)
sin(27) = cos(2(r — 1n))
sin(27) = cos(27 — 5:1)
sin(24) = sin(2¢ — i + Im)
sin(2¢) = sin(2f)
Dit klopt voor elke .
x = sin(t — in) Bij de parametervoorstelling hoort de formule y=-2x>+ I met-1<x <.

1 <sin(r—im) <1

12B Hoofdstuk 12
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@ a -2<2sin(t)<2,dus-2<x<2,
-1<sin(2t-1n) <1, dus-1<y<1.
Dus de keerpunten zijn (-2, 1) en (2, 1).
b Stel K: y=ax?+b.
x=0voort=0geefty= sin(—%n) =-1, dus door (0,-1).

y=ax’+b .. _
door{O,—l}}a el

bh=-1
v=ax3—.l} .
? a-2:—1=1
door (2, 1) -
a=1

Vermoedelijk hoort bij X de formule y=1x*— 1 met-2<x<2.
Substitutie van x = 2 sin(7) en y = sin(2/ — i) in y = Jx2 — | geeft
sin(2¢ —x) =1 (2sin(#)? - 1

cos(2t —jm—m) =1 - 4sin?(r) — 1

cos(2t —m) = 2sin?(?) — 1

cos(2t +m)=-1+ 2sin(¥)

-¢0s(26) =—(1 — 2sin’(1))

cos(2t) = cos(2t)

Dit klopt voor elke ¢, dus bij K hoort de formule y= 13>~ 1 met-2<x<2.

@ Substitutie van x = sin(f) en y = sin(2¢) in v? = 4x? — 4x* geeft
sin?(2¢) = 4 sin®(f) — 4 sin*(1)
(2sin(f) cos())? = 4sin®(¢£)(1 — sin’(¢))
4sin?(1) cos(1) = 4sin(¢) cos¥(1)
Dit klopt voor elke .

x = sin(¢) Bij de baan van P hoort de formule y? = 4x> —4x’ met -1 <x < |.

-1 <sin(f) =1

@D a-l1<sin()<l,dus-1=<x<1
-1 <sin(3N<I1,dus-1<y=<|
Dus de keerpunten van K zijn (-1, 1) en (1.-1).
b Substitutie van x = sin(f) en y = sin(3¢) in y = 3x — 4x° geeft
sin(3¢) = 3sin(¢) — 4sin’(¢)
sin(t + 2f) = 3sin(#) — 4 sin’(?)
sin(£)cos(2f) + cos(#) sin(2¢) = 3sin(f) — 4sin’(1)
sin(£)(1 — 2sin*(#)) + cos(1) - 2sin(f)cos(t) = 3sin(f) — 4sin’(¢)
sin(f) — 2sin?(¢) + 2 sin(¢) cos?(f) = 3sin(f) — 4sin’(¢)
sin(#) — 2sin®(¢) + 2sin(#) - (1 — sin®(£)) = 3sin(f) — 4sin’(?)
sin(f) — 2sin’(#) + 2sin(f) — 2sin’(¢) = 3sin(r) — 4sin’(¢)
3sin(z) — 4sin’(¢) = 3 sin(z) — 4sin’(z)
Dit klopt voor elke 1, dus alle punten van K liggen op de grafiek van y = 3x — 4x3,

@ -2<2¢o0s() <2, dus-2<x<2enditgeeftc=-2end=2.
“1<cos(3n)<1,dus-1<y<|
Dus de keerpunten zijn (-2, -1) en (2, 1).
!=§ln geeﬂx=2005(%n} =2'_% =1 en y=cos(n) =-1, dus door (1, -1).

e
fijn ﬁzﬁfx}a‘23+b‘2=]
OF i 8a+2b=1
l’T{Ixj'f'bJ:} 3
: a3+b-1=-1
door (1,-1) 5% hi=e
8a+2h=1|1 fit Ba+2b= 1
at+b=-1 |2 22+2b=-2
ba 3
1
&= 1 s
a+b=—l}3+b]l

Vermoedelijk hoort bij de baan van P de formule y = ;3* — 13x met -2 <x < 2.
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Substitutie van x = 2cos(f) en y = cos(37) iny = —x — 11 73X geeft
cos(37) = 1(2cos(1))* — 11 - 2cos(1)

c0os(2¢ + ) =5 - 8cos*(1) — 3cos(?)

cos(2t)cos(t) — sin(2¢) sin(f) = 4cos’(f) — 3cos(()

(2cos(r) — 1) cos(r) — 2sin(r) cos(z) sin(7) = 4cos’(1) — 3cos(f)

2 cos() — cos(t) — 2sin*({)cos(f) = 4cos’* (1) — 3cos(r)

2cos(7) — cos(f) — 2(1 — cos*(7)) cos(?) = 4 cos*() — 3cos(i)

2 cos*(1) — cos(f) — 2cos(f) + 2cos’(1) = 4cos’(1) — 3cos()

4cos*(r) — 3cos(t) = 4cos’ (1) — 3cos(f)

Dit klopt voor elke #, dus bij de baan van P hoort de formule y =1x* — Iix met-2 <x <2,

@ Noem M het midden van OP.
Er geldt MS L OPenMS = OM = ;0P

Dus s =m+MS=31p+m =ip+1ip,.

B =

Bladzijde 179

@a7-ip+

P

:q|._
r.a|—

Y l( 2sin(f) ) P l(2sin(2t)) B (sin(r} + sin(Za‘))
Pr=2\2sin20)) 2\ -2sin()] ~ \sin(2e) — sin()

{ x;(0) = sin(t) + sin(2¢f)
yr(1) = sin(2¢) — sin(¢)
a+

b §=d+A0 =3 +.4P + 4P,
i e 2sin(r) _ 2 _ 2sin(f) — 2
aE=E=0 (25in(2r)) (0] ( 2sin(21) )
ER =( 25111(?1) )
2 — 2sin(?)
- ( ) (2sin(f) = 2) " |( 2sin(21) ) (2 +sin(f) = 1 + qm(Zt)) (sin(2£) + sin(f) + l)
1 2sin(2f) 2 = 2sin(7) sin(2¢) + 1 —sin(f) sin(27) — sin(7) + 1
x(1) = sin(2¢) + sin(r) + |
Dus{ }E(t) =sin(2¢) — sin(¢) + |
o e I (2 2sin(21) _ 2 + 2sin(21)
¢ F=d+AR =T+ APy~ (o)+ (2 B 2sin(t]) ( 2 —2sin(r})

x(1) =2+ 2sin(2/)
Dus{ V(1) =2 — 2sin(7)
d y=1 geeft 2 —2sin(f)=1
-2sin(r) =-1
sin(7) = 5

t=};n+k-2xvr=%ﬂ+k-2n
f'r[gc:c::ﬁ;\:—2~|-25111( T)=2+2" 1\,3 2+3
!=g:rrgeeftx=2+2sm(i%rc)=2+2--% B3=2-3

Dus de snijpunten zijn (2 + 3,1)en (2 — /3. 1).
@ a G=d+AP+PO=3+ AP+ AP,
Fei-2 2sin(1) (4) [ 2sin(f) -4
= ZSm(r—;:rc] 0 ZSin(e‘—ﬁn)

l

N
o

(Zsm(r— gn))
R \-2sin(s) + 4
(4) ( Zsin(f) — 4) N (ZSi“[f_Jl.?T]) _ ( 2sin(f) + 2sin(¢ — Ln) )
. -2sin(t) +4) ~ \2sin(¢ — ) - 2sin(s) + 4
x(f) = 2sin(f) + 2sin(t — n)

{ yo(t) = 2sin(s — jm) — 2sin(r) + 4

2sin(t — 1n)

u

o
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b Voer in y, =2sin(x — }x) — 2sin(x) + 4.
De optie minimum geeft x =0,392... en y = 2.469...
Het maximum van yu(f) = 2sin(z— im)is 2.
Dus het laagste punt van de baan van Q ligt hoger dan het hoogste punt van de baan van P.

Bladzijde 180

% 1 o[ 28i0(29) l(zsin(wgn] :(sin(zz)+sin(z+lzn)
@ a G- +3rk 2(25in(r‘+‘{ﬂ))+2 —2sin(2r) sin(z + {7) — sin(21)

xolt) = sin(2¢) + sin(z + In)
S{ Yo = siu(t + i'n) — sin(2r)
b xp(f) = 2sin(2) enyp(f) = 25in(t o in) substitueren in y = -x geeft

2sin(¢ + L) =-2sin(2f)
sin(f+ L) = -sin(2r)
sin(¢ + 1x) = sin(2z + m)
t+in=2t+n+k2nvi+tin=n—Qu+nm)+k2n
~t=3n+k2nvi+tin=n—-2-n+k2n
t=-3n+k-2nv3t=-in+k2n

t=—3mn+k2nvi=-5mntk-in

b

top Hrr ]J;—::r} geeftt=5nvi=lin

t==1mgeeftx, =2sin(lin) =2--1 =-leny,=2sin(2x) =21 =1

t=15n geeftx,=2sin(2}n) =21 =2eny, =2sin(ljn) =2--1=-2

xo(f) = sin(2f) + sin(z + y7) eny(7) = sin(z + ) — sin(2/) substitueren in y = -x geeft
sin(r + ‘147:) —sin(2¢) = -sin(27) — sin(i + in)

2sin(f +1n) =0

sin(z + ﬁn) =0

t+in=k=m

t=-in+kn

top | im 1in ]| geeftr=3mn.

t= %n gccftxg = sin(]%::r) +sin(n)=-1+0=-1 eny, = sin(m) — sin(I_%fr) =0--1=1
Dus het punt (-1, 1) ligt op beide banen.
xp(t) = 2sin(2¢) geeft x,,'(t) = 4cos(2¢)

yplt) = 25in(r + 1) geeft y, (1) = 2c05(r o+ ﬁn]

5 deos(lgm)) (4333} (243

Veliam) = 2cos(3n) "l gz) T a
6 2V V

xo(#) = sin(2¢) + sin(z + {7) geeft x,)(2) = 2cos(2r) + cos(t + )

pef ]

Yolt) = sin(r + ﬁn) — sin(2¢) geeft ), (1) = cos(t +11) — 2cos(20)
e (2cos(1gn) +cos{:t)) _ (2-0 +--1)=(--1)
t cos(w) — 2 cos(13n) -1-2-0) \-1

-2\3 -1
( ;'3 ) is niet evenwijdig met ( ] ) dus de banen raken elkaar niet in het punt (-1, 1).
=¥, —

=l
da [

ol
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@as=ad+ AS =3+ %TR
_ oo [4cos(n) 4 4cos() - 4) = ( 6sin(?) )
¢ ( 6sin(t) ) 0) ( 6sin(t) geetdfy 4 —4cos(t)
> (4)+l(4cos(!)—4)+l( Osin(f) ] (4+2005(I) 2 +35Ln(r)) (2+35m(r)+2005(r})
= o) ? 6sin(t) 4 —4cos(r) 3sin(¢) + 2 — 2cos(f) 2 + 3sin(f) — 2cos(f)

x5(1) =2 + 3sin(z) + 2cos(?)
pus {y_qq(f) =2+ 3sin(f) — 2cos(?)

H—

b Substitueren van x = 4cos(f) en y = 6sin(r) in 9x* + 4? = 144 geeft
9+ (dcos(£)* + 4+ (6sin(1))* = 144
9 16cos%(1) + 4-36sin*(f) = 144
144 cos¥() + 144sin2(r) = 144
cos* (1) + sin*(1) = 1
Dit klopt voor elke ¢, dus bij de baan van P hoort de formule 9x* + 4)” = 144,
¢ x=2+3sin(f) + 2cos(f) en y = 2 + 3sin(f) — 2cos(f) substitueren in 9x* + 4y? = 144 geeft
9(2 + 3sin(f) + 2cos(7))* + 4(2 + 3sin(f) — 2cos(t))’ = 144.
Voer in y, = 9(2 + 3sin(x) + 2cos(x))? + 4(2 + 3sin(x) — 2cos(x))? en y, = 144.
Intersect geeft x = 2,583...
t=2,583... geeft x = 2 + 3sin(2,583...) + 2c0s(2,5683...) = 1,89 en
y=2+3sin(2,583...) — 2c0s(2,583...) = 5,29.
Dus B(1,89; 5.29).

Diagnostische toets
Bladzijde 182
€ 2 sin(3x—in) =cos(2x)
cos(3x — 37) = cos(2x)
3x—2n=2+k2nv3x—in=-2+k 2z
x=3n+k-2nv Sx=3in+k-2n
x=3n+k-2nvx=3n+k-in
xop[0,n]geeftx=3nvx=gnvx=Fnvx="41n
b 2sin®(2x) = sin(2x) + 1
-sin(2x) = 1 — 2sin?*(2x)
sin(2x + ) = cos(4x)
cos(2x + 1m) = cos(4x)
c+in=dx+k2n v 2x+in=-dx+k-2n
“x=—n+k-2mvéx=-in+k-2n
):2%1:4-!(-1[ vx=—ﬁn+k-;—n
xop[0,2n]geefix=1lnvx=ULavx=Lavx=Havx=I1invx=14n
¢ coslimr) =-sin(}mr)
LOb( ) (6nr+:¢]
cos(2m) =cos(gm+§:r)
%m:é:rcr+%n+k-2nv%m‘:—%m—%n+k-2n
g =3+ k- 2n v i =-3n +k-2n
t=2 +k-8 vi=-2+k 3%

top[0,10] geeft t=2Lve=21 v =63 vi=912
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© 2 sin(x +!n) = 2sin(2x) - cos(2x)
sin(x + 1) = sin(4x)
x+in=dx+k-2nvx+in=n—4x+k-2n
3x=-in+k-2mv Sx=in+k-2n
x=gntk-invx=funtk-in
b sin’(2x) + 1 = cos(4x)
sin%(2x) +1 = 1 — 2sin2(2x)
3sin’(2x) =3
sin®(2x) = §
sin(2x) =3 v sin(2x) = -5
r=in+k2nv 2=in+k2nv2=-int+k2nv2=1lln+k 2n

.
x=%n+k-n v,1:=15—2n+k-1t vx=—|'—2ﬂ+k-nvx=|'—3ﬂ+k'n

e Fla+p) =sin(3n+2p) + cos(l%:rr +p) =-sin(2p) + sin(p) y
FALEE: —p) =sin(3n —2p) + COS('%‘TE —p) = sin(2p) — sin(p)
Er geldt f(1in + p) + f(1in - p) =-sin(2p) + sin(p) + sin(2p) — sin(p) =0.

Dus de grafiek van fis puntsymmetrisch in (ll—n, 0).

n+p

O )-x f (2sin(x))?dx =7 f 4sin?(x)dx = f 4(4 —Lcos(2x)) dx == f (2 - 2cos(2x)) dx
0 1] 0 0
= n[2x — sin(2x)]; = n(27 — 0 — (0 — 0)) = 2n>

o a f(x)=1—2cos*(x) — cos(x) geeft

f(x) =-2-2cos(x) - —sin(x) + sin(x) = 4sin(x) cos(x) + sin(x)

f'(x) =0 geeft 4sin(x)cos(x) + sin(x) =0
sin(x)(4cos(x) +1)=0
sin(x) =0 v cos(x) = -}1
x=k-m v cos(x) =-3

xop[0, t]geeftx=0 v x=m v cos(x) =-1

y

(o] T

X

=1}

&
min.is f(0)=1-2—-1=-2

cos(x) =-1 geeft het maximum van 1 -2+ (-})* —-t=1-1 +1 =]
min. isf(n)=1-2+1=0

Dus B, =[-2, 15].
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b f(x)=0geeft 1 —2cos*(x) — cos(x)=0
Stel cos(x) = u.

1 -2ut—u=0
2ut+u—1=0
D=12~4:2-1=9
u—1—3‘_] =8
u=—p =lvu=—r—=3
cos(x) =-1 vcos(x)=%

x=m+k2nvx=in+k2nvx=-3n+k-2n
xop [0, ] geeftx=tnvx=n
T i
O(1)= [ (1=2¢c08(x) ~ cos(x) dr = [(-cos(2x) — cos(x)) d

1 1
£l 2

= [—% sin(2x) — sin(x}ll = -1 sin(2m) — sin(m) — (-} sin(2n) — sin(}x))
~0-0+} 1T+ 1F =13

G a De baan is een drickwartcirkel met middelpunt (-1, 0) en straal 4.
¥

t=2x B

LT T

a3
N

\ -2

s

-4

b x=1geeft -1+ 4cos(2e) =1
4cos(21) =2
cos(2t) =5

Zt=in+k-2mv 2=-in+k 2n
t=lﬁn+k-:rt v £=—'gn+k-:t
t=1ngeefty,=4sin(in)=4-1y3=23
DusA(1,24/3).
¢ In AMCD geldt sin(£M) = 3, dus ZM = {m.
Dus ZCME=n—2-ln

Lt

.

e

3N
Hieruit volgt dat ;— 24 = Z%K de lengte van de baan boven de lijn y = 2 is.
T
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Bladzijde 183
@ 2 u,=3sin(in(t-2)
b De frequentie is | Hz.
Het punt Plegt in | minuut 46—3 60=120dm = 12 m af.
¢ up=up geeft 3sin(3nr) = 3sin(in(z - 2))
sin(1nt) = sin(3nz — in)
|

lu=lm-in+k-2nvint=n— (dnt—2n)+k-2n
geen opl. lgt=n—Int+in+k-2n
imt=1int+k 2n
=2l k3

De kleinste waarde van 7 waarvoor u, = u,is { = 2;.

© 1, en u, hebben dezelfde frequentie, dus ¢ = 8.
Voer in y, = 0,4 sin(8mx) + 0,2 sin(8mx — 0,47).
De optie maximum geeft x = 0,08 en y = 0,50.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 0,016.
Dus u, = 0,50sin(8n(r — 0,016)) = 0,50sin(8ns — 0,39).

O: u, = sin(107) u, = sin(15¢)
in [0, 2x] 10 periodes 15 periodes
in [0, 2x] 2 periodes 3 periodes

De periode van u s §n seconden.
5 uy = 2sin(450m) | uy = sin(400ms)
in [0, 2x] 450m periodes 400x periodes
in [0; 0,04] 9 periodes 8 periodes

De periode van u is 0,04 seconden.

@ a y=-13 geeft cos(2f— ln)=-1/3
21_;_T[=§7[+k'27[ v ZI_%E=_%K+k'2TE

2=1in+k2nv2=-in+k 2n

top [0:' l%ﬂ:J gEQﬂ, = 12?[ vt :%ﬂ

r=%:rr geeft x = sin(13x) =-1/

b -1<sin3)<1,dus-1<x<1
-1 Ecos(ZI—%n)S l,dus-1<y=<1
Dus de keerpunten van Kzijn (-1, 1) en (1, 1).
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¢ x =0 geeft sin(37) =
3t=k-m
f=k- ;—:rr

top [0,1in] geeftr=0v t=invi=invi=avi=1ln

ta|—

t=0geefty= cos(—gn) -

t=3ingeefty= cos(_i—rt) =

— =

t=3m geeft y = cos(m) = -
t=mgeefty= cos(l%n) = l

t=1imgeefty = COS(Z%TI:) =1

x(f) = sin(Br)geeflx'(:) =3 cos(31)

(1) = cos(2t — 1x) geefty (1) = -2 sm(Z.‘ ~1x)

vGm) (y(;n)) ( 5’5) (—js)e" *’(“)‘(TI?BF(-2-3-?3)=(;%)
‘(\,)( )‘ 93] 6 6

) (3)‘ V3R (A N3+ (B) Viziz 2
—\33

NK]
Dus ¢ = 60°.
1 ’(311) 3 5
d v Jt)=("f : =( )geeﬁlv(%n)|=
( y'Gn)) o

Dus de baansnelheid is 3.

0s(p) =

[

e i : I
e =07 70543 (1) (s )~ o1 )
s { xolt) = sin(3¢) — cos(2¢ — 51’[)
yol) = cos(2t — %n) + sin(3¢)
= 0 geeft cos(2t — ‘;J:] + sin(3£) =0
cos(2r — 1n) =-sin(3r)
cos(27 — l‘.'t) =-cos(31— > m)
cos(Zr = gn) = cos(3f + i“)
21—_%752 3t+‘§n+ k+2m v 2;—_—;n=-3r—%n+k-2n
~t=3n+k-2nvSt=-in+k-2n

r=—§n+k-2:rvt ——n+k T

¢|‘- un|m

top [{] ]ln] geeftt = Zlnvt=3lf)frvt—
t =L geeft x = sin(1357) =-0,309...
=21 geeft x = sin(2 mﬂ) =0,809...

Dus de kleinste waarde is = 537

136 Hoofdstuk 12 © Noordhoff Uitgevers by



K Voortgezette integraalrekening

Voorkennis Afgeleiden en primitieven

Bladzijde 186

N . I 3
W= Jon T 1 geel Fi) =~ b=
© 2 /= or+ Tgeel [(0) = ey 6= g
4 A 1 L 4
b s =4(2x — 1)? geeft f'(x)=-L-42x—1)H-2=-———F
B PO I8 e ) =y T
% & geett, xt+2x x4+ 2x

d flx)=2%"1geeft f'(x)=2%"1-In(2)-4 =41n(2) - 2%"!

=

e f(x)=sin(x*—x) geeft f'(x) = cos(x* —x): (2x — 1) = (2x — 1) cos(x? — x)
2 1Y sl Ly = I s 4
f f(x)=tan(4x — in) geeft f(x) =T 4 e
F(x) = e"sin(2x) geeft 7'(x) = ¢*sin(2x) + ¢¥- 2cos(2x) = (sin(2x) + 2cos(2x))e"
. I

- In() e eI SIENEE 8 100G
b f(x)—xz 1 geeft ['(x) = o2+ 1) = APy
c fx)= %len{x) geeft f'(x) =xIn(x) + %xz I? =xIn(x) + %x
d fx)= 2’; L 1427 geeft £1(6) =27 1n2) -1 =-In(2) zl = —'"2@

s X HeA . s 2x
e f(x)=2xtan(x) geeft jl(x} 2 tan(x) + 2x = 2tan(x) + 0
¢ = 4x+2 —2(2x+l)=2\f—2x+lgccﬂf"{x)=2- | 5 2

x+1 (2 +1 2V +1 T I+l

Bladzijde 187
© 2 /(x)=x*+sin(x) geeft F(x) = x* —cos(x) + ¢

. 2w
b J’(—Y)=xx—3=%—2x‘3 geeft F(x)=Inlx| +x2+c=In|x| +XL2+ P
& Il B el e L e T i,
o : In(3) In(3)

d f(x)= ]n( %) =1n(2) ~ In(x2) = In(2) + Hn(x) geeft
N

F(x) =xIn(2) +3(x In(x) — x) + ¢ =x In(2) + 3x In(x) — x + ¢
e f(x)=6log(3x) = 6(log(3) + log(x)) = 6log(3) + 6log(x) geeft

6 6xIn(x) — 6x
F(x)=6log(3) x+——(xIn(x) —x) +c=6xlog(3)+——  — +
(x) 0g(3) -x ln(IO)(x n(x) —x) +c = bxlog(3) In(10)
4.\“_2.\: - l ) ) 2.\' 2—)\' 2.\' _2—_\'
== =¥ ] +2%p, X) = —x— +eo= —x+c
f fix) o 2¥— 1+ 27 geeft F(x) In(2) X In(2) c In(2) x+c
0= fx)= e geeft F(x)=2e¥ ! +¢
b f(x)= e —1 geeft F(x)=3iIn|2x— 1| +c=LIn|2x - 1] +¢
4. .
¢ f(x) = 4sin(mx) geeft F(x)=4- %——cos(n:x} == Lo:.[(mr) +c
; dx+ 1 e 1 ;
d f(x)= N ) =1Ax+1=1(4x + 1) geeft
Fx)=1-1-2@dx+ )i +e=L@+ 1)Jax+1+c
1Y2x—3 1 1 1Y2¢—-3 %'(%]:'t_s (%)2"—_2
g Jd= QP P geelt P =5 P e = e

In(}) md) " m()
f fx)=4In(x— 1) geeft Flx)=4(x— Dinx—D—(x—1))+c=4x—Din(x—1)—4x—-1)+¢
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5 2P

b

f%m(Zx)dr— [——cm(Zr)} ——:,coq( )+ ! coq({:t} =—1.--1+

b —

bt =
I [

[

I
I\K

j" i dx=[6-i1n|zx—1|J4=31n(?)—31n(1)=3:n(?)
21 2 1

c fmln(a,’}]dpfloln(xi]dpfz%ln{x)dx:[2%(xm(x_}—x)f=

d

21(e?In(e?) —e2 — (elnfe) —¢)) =24 (e2-2 — €2 — (e - 1 —e)) =2]¢?

4
4

[oet3dx=62e5] =12¢ -~ 12¢7= -1

5 D e ¢

K.1 De substitutiemethode

Bladzijde 188

0-

b

f(x) = sin(x? + x) geeft /'(x) = cos(x* + x) - (2x + 1) = (2x + 1) cos(x* + x)
G'(x) = (2x + 1)cos(x* + x), dus G(x) = sin(x” + x) + 3 is een primiticve van g(x) = (2x + 1) cos(x* + x).

Bladzijde 189

(2

o o o=

Omdat [x2 + 1]’ =2x en 6x = 3 - 2x lukt het primitiveren van f(x) wel op deze manier.

Omdat [x* + 1]’ = 3x? en 6x niet geschreven kan worden als het product van een constante en 3x2
lukt het prlmlm eren van A(x) niet op deze manier.

Omdat [x* + 7]’ = 4x° en 10x* = 21 - 4x* lukt het primitiveren van g(x) wel op deze manier.

Omdat [x* +x]"=4x* + 1 en 10x° niet geschreven kan worden als het product van een constante en
4x% + 1 lukt het primitiveren van k(x) niet op deze manier.

[x*+x] =4+ 1

10x? + a = 24 (4x* + 2a) moet gelijk zijn aan 21(4x3 + 1), dus 2a = 1 en dit geefta = 21

Ix2dy=d(x* +5)
Sxtdx=d(x® - 3)
cob(Zx)dx d(Lsin(2x) + )

;d.r =dlIn(x)

e (5-2x)dx=d(5x — x?)

—

2cos(4x)dx = d!sin(4x)

Fo) = [+ 9de= [ +4) 2xde= [(2+4)°d6 +4)
—f Sdu=lut+c=1(2+4)+c

G(x) = fﬁx\sx"— ldr—fB\;szl 2xdx = fS 2+ 1d(x2 + l)-f?)wdu— 13| ul + ¢
=22+ )i +e=2(x2+ DT+ 1+c

H{x_)=f6x2(x3—;) dx=f2(.r. = -3x2dx=f2(x3—l)4d(_x3—l)=f2u4d1f:§u5+c
=3 - D+

J(x)=f3xzsin(x3— l)dx=fsin(x3— 1)-3x2¢x=fsin(x3— 1)d(x~‘—|)=fsin(u)du

=-cos(u) +c=-cos(x* — 1) +¢

Fx)= [Gx—4pdc=k-1-Gr-4) ' +o=H0x -4 +c
Fe)= [(@x-3)y2x—3dx= [ ---3)1%ck=21 Lo@e-3P te=Lt@x -3 J2Zr—3+c

1
2

e M2 g fogot—L  go=a =z
F(x]—f\fmdx—fti 1 Zmdr— 41 —x+c
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I P Tl
d F(x]—J L f()x oy dr=hi3+2l +e
e Flx)= flrl(4x + 1)dre = 5((dx + D)In(dx + 1) — (4x + 1)) + ¢

f F(x)=fx1n(x2+l)dx=f%ln(x2+1)-2xdx=fl_fln(x2+1)d(x2+1)=%ln(u)du

=lun@)—w) + c=3((2+ DIn(x2+ 1) - G2+ 1) +¢

Bladzijde 190
0:- F(x)=f}n(x)dx [1n)- —dx [n@)din@ = [udu=1u? +c=1n’w) +c
b G(x)=fxe"'“dx=f—ge“*"-—Zxdx=J—ge‘""-d(—ﬁ}:f—ge"du———e fopmmele iy
c H(x)—[x\ﬂdx [ L /5= -2xdx = f——\f+—xd(5 x?) = [—-udu
=_%-ﬁufs+c———(5—x)\,?+c
d Je)= f - [} -Vlﬁ-bdx=f2v,;}_,+—ld(x2+l)=f2]—\/§du=\/E'+c=\fﬁ+c

sin(x)

cos(x) B cos(x)

b f tan(x)dx = f :;Il((li f 1 ﬁm -sin(x) - dx = f co;,l(x) dcos(x)

Bladzijde 191

©Q 2 /()=tan(x)=

»sin(x)

O~ Ttan(Zx)dx = [—%In |cos(2x) I];n =-JIn[cos(3m)| + JIn|cos(0)| =-5In (%) +iin(1)=-1In@2 ) +1-0=1In(2)

b jrsin'-‘(x)dx fsmz(.x) sin(x)dx = f (1 — cos’(x)) - -sin(x)dx

= f—(1—coszm)-dcos(x)=]"(-1+u2)-du—[ u+;u3] ;

2
=1 +1- (1 - 32+ GV2)) =t S+ V2 - GV2= R+ 52
3

1 =1 !
&1 rmgh L3

L 1
sin(x) 1 ) z ] 3
l: dx = o - dx = - d = - d_ = - '3d
f cos’(x) } cos’(x) B [ i cos’(x) cos(x) u( e “1’1 o
o L3
[P R S S
£ 1 2u? ! 2 -i— 2] 3 46

© 2 x-0geeftu=\0+4=2
x=5geeftu=\5+4=3
b JVx+4=u
kwadrateren geeft
x+4=u
x=u2—4
w=73

f}.\fmdx— f(u~—4) ud(u? — 4) = f{u~—4) u 2adu—f(2u4—8u2)du—f s— 4]

u=
=iz Rt 2. 9848 0=yl =72 128 + 215 =33
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@a xtl=u

kwadrateren geeft
x+1=u?
x=uyt-1

3

fx\fx +1dx= f @2 —1)-ud?-1)= f{zﬁ —1)-u-2udu= f(Zu" - 2u%)du = [ u’ —_«%zﬁ]?

1] 1

B (T WU NP P
b \Jx+9=u
kwadrateren geeft
x+9=u?
x=u*-9
f 52 - 9) 52— 9) 4 ,
. 72 - 28T, e [ et _[19,3 _op,
!} To+ I; d(u=—9) j} 3 2udu I!(IOU 90)du [3u 90;:]}

=10.43-90-4— (1-33-90-3) =213} — 360 — 90 + 270 = 33!

Bladzijde 192
In(2)

I In{2)
D f"(x)dx fl ()L dx = fln @i = [wdu= 1]’ =)

0

e "F 4 s pd i _pom e g
b fxln{x) Inu} e f = ll‘l(.x)—[udu [In]u| ] =1n(2) - In(1) = In(2)

¢ lzgdx= . —6x2dx— =egd-yt = [ —retdu= |-pe* 2=—%e‘3+ée"
0

2
e?
0 0 x=0 1]

] =7

e?—1

= +

1.
6e? © 6e?

cos(y) , 1 2 oy = — g T
@ a fsir?{x)dx_fsin3(.] cos(x)dx = f {)dsm(x) f du—fu du=-u'+c= u+c
1
sin(x)
5 ~ cos(x) o P
f(x) = cos(x) 20 geeft F(x) = sin(x) + sin(x)+

b G(x)= f sin’(x) dx = f ~sin*(x) - -sin(x)dx = f ~(sin?(x)) d cos(x) = f ~(1 - cos2(x))*d cos(x)

=f-(_]—u2)2du=f-(]—2u3+u4)da=f(-l + 2 —uydu=-u+3k -1 +c

=-1u5+ 24’ — u+ ¢ = -teos’(x) + 2 cos*(x) — cos(x) + ¢

ln(x)

® a f(x)=0gee ﬂ =0
2+ln(.x)=0
In(e) = -2
x=¢?

= =5 1
o) = f n(x)dx=f(2+|"(-‘))‘i—‘1’f= f(2+|ﬂ(-¥))dln(x)=f(2+u)du

= [2u+} u} =2+}-(-4+2)=4]
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. [de [(2+| n(x))- —ch— J (2 + In(x))dIn(x) =

le‘l(p) Tt l]n (p}
P
f,/i(x)dx =6 geeft 2In(p) + 1 In’(p) = 6
1
In’(p) +4In(p)—12=0

Inip)
I (2 +u)du= [2:{ + 114:2]

0

(In(p) = 2)(In(p) + 6) =0

In(p)=2vIn(p)=-6
p=elvp=¢?®

In lﬂ)

vold.  vold. niet
Dusp=e”
41n*(x) 1
D a f(x) = g(x) geeft () = T
4in2(,1)— |
In?(x) =
In(x) =1 v In(x) =~}
x=eivx=eg:
= 3
x=+evx Ve
f(x) = g(x) geeft < x < e 0
Ve
b O(1) = f(g{x) ~ fydr = f L AP, f(l - 41(0) L de
B s x ] X
f (1 =41In3(x))dIn(x) = f(l — 4y?)du = [t.r—— Jﬂ_,:% -3i-(3-% -1
o i _ @A) -6x— 35?357 6x4+24x—9»( _ 3%+ 24x
@ a j{x) - 3 Eeeﬂ' f {x) ik (x3 + 4)2 (x3 4 4) (ri 4 4)
F'(x) =0 geeft -3x* + 24x = (}

-3x(x>-8) =
x=0 vx3=8
x=0vx=2

X*+4=0

Q

x=937

min. is f{0) =0
max. is f(2) =1
Sflx) = p heeft drie oplossingen voor 0 < p <
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.....

r=

3x2 1 S
b[3+4 3+4 3dr=

x=10
f f(x)dx = 2 geeft In(p? +4) — In(4) =2
0

Aof 4
ln(p )= 2

4
P4
= g<
4
P +4=4¢
=424
p=34e2—4

Bladzijde 193
|

aln(bt + 1) L e

I+ 4)= f —du= [In|u|] =In(p’ +4) - In(4)

b-aln(bt+1)-b ab = abIn(bt + 1)

@ h(f) = Tgeefth'(t)= (bt + 1)2 - (bt +1)2

ab—abIn(2b+ 1)
(26 + 1)
ab—abIn(2b+1)=0
ab(l —In(2b+1))=0
ab=0 v 1—In2b+1)=0
vold. niet In(2h+1)=1
2b+1=¢
2b=¢ —1
b:e—l

'(2) = 0 geeft

=0,859...
Dus b = 0,86.

In(0,867 + 1
b B85 peett hpgy= 2050+ 1)

0,867+ 1

4 4 4
: aln(0,86¢ + 1) 1
HY = [hdi= [ de= [aln(086¢+ 1) dr =
@) .!() } 060+ 1 : .nfa n( ) 0860+ 1Y
t=4 | In(4,44)
a
B s + = o =
fua G5 0,861+ 1)dIn(0.861 + 1) = “n[ o5 du
|n{444) a 5 .
{}86 ] =5 44)—0=1291..a
H(4) =230 000 geeft 1,291...a = 230000
a= 178000
2+
¢ Het maximale debiet is A(2) = LB (00,802 l)26550{)1113;’uur.
0,862 + |
=]
178 000 In(0.,867 + 1) 178000 .
= = Rt S e +
d H(l)= fh(z)d f e dr = | =06 In(0,86¢ + 1)d In(0,86¢ + 1)

In{1.86)
178000 ~ 89000
: 1 = 1 ~39854,9...
e u} 0,86 M(1:86) ~0=3985

Dus er is 40000 m* weggestroomd.

|
I baj— 1
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K.2 Partieel integreren

Bladzijde 195
@ a k(x) = (2x + 3)sin(x) differentiéren met de productregel geeft A'(x) = 2sin(x) + (2x + 3) cos(x).
Dus is & geen primitieve van A.
b Het linker- en rechterlid van de vergelijking (2x + 3) cos(x) = k'(x) — 2sin(x) integreren geeft

f (2x + 3) cos(x) dx = f (k'(x) — 2sin(x)) dx
f (2x + 3) cos(x)dx = (2x + 3) sin(x) — f 2sin(x)dx.
¢ H(x)= f (2x + 3) cos(x)dx = (2x + 3) sin(x) — f 2sin(r)dx = (2x + 3)sin(x) + 2 cos(x) + ¢

Bladzijde 197
@ r_rsin{x)dx - rsin(x)d%xz = .—szsin(x) = f%xzcos(x)dx =..

Het wordt op deze manier alleen maar ingewikkelder.

@ a Fx)= fx62fm = fxd%eg-* =x-je¥— f%ez-"dx =1xe® Lt ip
b Fx)= f 2x cos(x) dx = f 2xdsin(x) = 2xsin(x) — f sin(x) d2x = 2xsin(x) — f 2 sin(x)dx
= 2xsin(x) + 2cos(x) + ¢
1
g — L - L5, 18 = i3 N=1.2 = sk
c Flx) fxln(z)dx fln(x)dz.r 5x° In(x) fzx dln(x) = 5x° In(x) fﬁx Jrclv:
=1In(x) - fé—xd\: =1In(x) - +¢
d fx”n(x)clr = fln(x)clﬁx“ = 1x*In(x) — f%x“dln(x} =1x*In(x) - f&x“' i dx =
Lyt In(x) — f Ldde=1edinx) - Lxt + ¢
Dus F(x) = ].(x3 In(x) +3)dx =5x* In(x) — (s x* + 3x +c.

D a f2xe-“‘dx= f2,rde"”=2xe-"”—fe“ ‘d2x=2re"”—fe-""-2d.r=2xe“ l-2er* e
1
flxe-"”dx= [2xer+!—2e* 1]} =2e2 — 262 — (0 - 2¢) =2¢
0

b [(Gx+ Dsin(ydr= [-(3x+ 1)deos(x) = -Gx+ Deos(n) = [-cos(r)d(x+1)=
~-(3x + 1)cos(x) + f3 cos(x)dx=-(3x + 1)cos(x) + 3sin(x) + ¢

f(?:x + 1)sin(x)dx = [-(3x + 1) cos(x) + 35in(x)]:; =
1]
=(3m + 1)cos(w) + 3sin(m) — (-cos(0) + 3sin(0)) =3n+ 1+ 1=3n+2

(21) F(x)=fln(x]dx=xln(x)—fxdln(x}=xln(x)— x-%dx=xln(x)—fldx=xln(_r)—x+c

@ a f(x)=x2In(x) geeft ['(x) = 2xIn(x) +x2- L 2xIn(x) +x

X
F'(x) =0 geeft 2xIn(x) +x=0
x(2In(x)+1)=0
x=0v2In(x)+1=0
x=0v ]n(x)=—%
x=0v x=e¢I
vold. niet vold.

£t = (-4 =-fe’

1 1 1
Dus A :(c,‘-,—g—,c‘):(ﬁa_%)_
b O(V) = fx?- ll'l(x)dxz.f |I1{J£‘)d%x3= [\%ﬁln(x)}j —-f;_x3d|“(x}= [%xi l“(«"J]T a f%xj'édx
I x=1 =1 :

= [_';xﬂn(x)ﬁ - f%)ﬁdx = Hx}ln(x)r — [%xﬂf = [_%:Hln(x) - %xﬂ?
1

=ledn(e)—Le?— (AIn(1) —1) =2&* +1
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‘i—ln(x)-Zx

@ o i - _ X }_’;In(x) _ | — iln(x)

fix)= 0 geeft I —2In(x) =
In(x) =35
x=¢?
x=1le

y
J—e} ————— FT L.,
0| [i = ®

x=e

x2dx= fln(,r)d( xh=[- x‘lln(,r)]f- f—x"dln(x)

=1
o | i1
- [ . ln(.t}—‘ - dx=

]n(ﬂ ! z[ nm]I [xq]fz[“in(x)_l]c
1o =

X X [
= —— - - =-"44
s B (0—-1) & 1

Bladzijde 198

@ a fxzefdx: fxzde-f=x2e-"— fe-‘dxz=x2e*‘— fe-*-2xdx=x3e-‘— foe-‘fdx
b flxc-"d\: = f?xdc‘ =2xe" — fc-*d2x =2xe’ — ['cr-de= 2xer =2t +¢
c f.rze"’dx = fxzde-" =xle*— foe’d.vc=xze" —(2xe*—2e*+c)=xe* —2xe¥ +2e" + ¢
=(xI-2x+2)eF+¢c
Bladzijde 199

(25) f ersin(x)dx = f sin(x)de* = e*sin(x) — f e*dsin(x) = e*sin(x) - f e* - cos(x)dx = e"sin(x) - f cos(x)de®
=e"'sin(x) — (e*cos(x) — fe"dces(x)) = e*sin(x) — e*cos(x) — fe-" -sin(x)dx
Uit fexsin(x)dx = e*sin(x) — e*cos(x) — fe-"sin(x}dx volgt 2fe-‘sin(x} dx = e*sin(x) — e*cos(x)
dus f e*sin(x)dx = Je*sin(x) — 2 e*cos(x).

De primitieven zijn G(x) = ;e*(sin(x) — cos(x)) + ¢.

D a Fx)= f}t.n:zcos(x)(bc=fL 2dsin(x) = x2sin(x) — f51n{x)d4.n =1x%sin(x) — f%xsin(x}dx

= ﬁxz sin(x) + I sxdeos(x) = 4x 2sin(x) + 3 Lxcos(x) — J cos(x)dix
=1x2sin(x) + gx cos(x) — fg cos(x)dx = Lx2sin(x) + Lxcos(x) — Isin(x) + ¢
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b fe *cos(x)dx = .]‘—cos(x) de™=-cos(x)e ™+ fe *dcos(x)=-cos(x)e ¥ — fe Tgin(x) dx
=-cos(x)e™* + f sin(x)de™ = -cos(x)e™ + sin(x)e™ — f edsin(x)
=-cos(x)e™ + sin(x)e ™’ — f e*cos(x)dx
Uit f € cos(x)dx =-cos(x)e™ + sin(x)e™ — f e*cos(x)dx volgt
2 f e*cos(x)dx = -cos(x)e™ + sin(x)e™ dus f e cos(x) dx = ;e (sin(x) — cos(x)).
De primitieven zijn G(x) = ;e *(sin(x) — cos(x)) + c.
¢ [ersinwdy= [ed(-cos(x) =-cosx)e* + [cos()de?=-cos(x)e> + [cos(x)2¢"d
=-cos(x)e’ + IZez"dsin(x} =—cos(x)e™ + 2e*sin(x) - fsin(x}leeZ‘r
=-cos(x)e* + 2e¥sin(x) — f 4esin(x)dx = -cos(x)e* + 2e*sin(x) — 4 f e*sin(x)dx
Uit fel‘sin(x)dx =-cos(x)e + 2e¥sin(x) — 4fe7="sin(.vc)dx volgt
5 f &2 sin(x) dx = -cos(x)e™ + 2e>sin(x) dus f e sin(x) dx = -Lcos(x) €2 + 2 sin(x).
De primitieven zijn H(x) = 2e*'sin(x) — fcos(x)e** + ¢ = Le*(2sin(x) — cos(x)) + c.
d K(x)= f 1n2(x) dx = x In(x) — f xdIn2(x) = x1n%(x) — f x-2In(x)- %dx = xIn2(x) — f 2In(x)dx

=xIn*(x) — 2(xIn(x) —x) + c = xIn*(x) — 2xIn(x) + 2x + ¢

@ a [@-vede= [ -nde =@ -Der~ [erd@? -0 =62 -xer~ [(@x-1)evdr=
(2 -xe — [@x-1de =2 - e~ @~ Der+ [ed@r-1)=
G -a)er - (- D'+ [lede={ ~2)e* - 2r~ Der+2e' = (P~ t Jefte
3
f(xz—x)e‘dx=[(x2—3x+3)e-‘]3=(9—9+3}e3—(l—3+3}e'=3e3—e
|

b [ xIn2(x)dx = f In?(x)dlx? = Lx? Ind(x) f 12dIn2(x) = L2 In2(x) - f %_rz-Zln(x)-%dx

= Ln(x) — f xIn(x)dx = L2 In2(x) — f Inx)d Lx? = L2 In’(x) — Lx?In(x) + f 12 dIn(x)

- é—lenz(x] - %len(x) + f%xz . I;dx - %lenl(x) = %.rzln(.c) + fé—\:d.x - %lenz(x - %len(.r) + ;—xz +c
f xI(x)dx = [ L2 In2(x) — L In(x) + ;{xﬂf =1In(e) - Le?In(e) + te2 — (Lin2(1) — Lin(1) +1)
|

2

e? —

B
=

@ a f(x)=(2x>+x— 1)e" geeft f'(x) = (4x + 1)e*+ (2x* + x — 1)e* = (2x2 + Sx)e*
F'(x) = 0 geeft (2x? + 5x)e* =0
2xd 4 By
x(2x+5)=0
x=0vx= —2'5

max. is j‘(—z%) =(2- 65 — 2L - e 2 _

o of

e’\e
min. is £(0) =-1
b f(x)=0geeft (2x>+x—1)e*=0
2 +x=1=0
D=1-4-2--1=9
x=_] i =1 vx=&| _3=—1
4 2 4

f(l\:2+x—l)e-‘dx:f(2x2+x— l)de"=(2x2+x—l)e*—fe"d(?.x2+x—l)=
(22 +x—1)es— f(4x+ )erdr = (2x2 +x— 1)er — f(4.r+ 1)des =

(@22 +x— D)ot~ (@x+ D)er+ [erd(dx+1)= (2 +x— et~ (@ + 1)er+ [4edv=
(2x? +;vc—i Der—(Ex+ DeF+4e =22 - 3x— )& +¢

o) = ]'(2v2+x— Derdx=[(26 —3x + 2], = (1 — 11 +2)et — (2 + 3+ 2)c’! =\/E—g
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€ a f(x)=0 geeft In’(x) =0
In(x) =0

x=1

7%
o 1 e

2
fln\,(X)dx [2m n(x) - dx = f2|n2(r)dw—21n2(x) V= [ \xd2in

= 21n2(x) - \x — f\fx 41n(x)- —dx 21n2(x) - x — f4ln(x) xFdy=21n¥x)- ¥

=2[n2{x)-\,'x—81n(x)\/.v_c+ fxzd.Sln(x) - 2In?( )-\/E—Sln(x}v'x+fxi-;¢r

=21n?(x) * x — 81n(x)x + f 8xZdx = 21n2(x) - Vx — 8In(x)y/x + 16x:
=21In2(x) - Jx — 8In(x)\/x + 16\x + ¢

o) = f]“ @ 4 = [21020)- Jx - 8In(e)yx + 16 x
]

f 8In(x)d’

21n’(e) - Ve — 81n(e)ve + 16y/e — (21n2(1) — 8In(1) + 16) = 2 /e — 8y/c + 16\/e — 16 = 10\/e — 16

n=1

b I(L)=n IL‘-‘" “f‘““(f} L “fln“(“d‘“‘”_ [ tau=aliuc] =i

1 =1

K.3 Cyclometrische functies

Bladziide 201

T

() U S :II“ TRl
@fr +1 ftan()+1da(t) J tar() + 1 (tan*(¢) + 1)dz Jﬂqldr [t]=4n

|

Bladzijde 203
@ a Het bereik van f{x) = arctan(x) is (—l;rr, %n)

14 zit niet in het bereik, dus arctan(% V3) # I%n_

b 3> 1n, dus de vergelijking arctan(x) = V3 heefl geen oplossing.

© . el |ws|e el |
arctan(x) ‘ -in | ok ‘ i | 0 ‘ i | i ‘ in
@ a arctan(x) = % ¢ arctan(x’— 1) = %T[
x=tan(!n) x2—1=tan(in)
2-1=
= -
B, | R | K -
b arctan(x 2)I i x={Z vx=-\3
x =2 =tan(-;7) d arctan(x) =2
x=2=-1 3"
x=1 geen oplossing, wantm > 1n
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arctan(x) =3

geen oplossing, want 27 >

f arctan(x>—1)=1
x2— 1 =tan(l)

2 2T
e arctan(x) = \,@ ‘xz_ L = 1,337
=tan( fi) X —2,55?
;‘,_ o x=12,557... v x=-2,557...
TR x= 1,599 v x=-1.599
. , 1 1 4
@ a _f(x):Zarctan(% )geeftf(x) (%x):+ : % :ﬁx3+ : :x2+4
r} = —_ s ! = = ] — 1
b g(x)= arctan(x — 2) geeft g'(x) T R W N
¢ h(x) = arctan(x?) geeft 1'(x) = (xz)i 1 2= ” _421]
Bladzijde 204
g ]
D a f}x r ldx= [arctan(x}]_\.,]\g arctan(y/3) —arctan(-} \3) =ln—-ln=1in
el
=1
1 -1
b u’:mdx = [arctan(x + 1)]_2 = arctan(0) —arctan(-1) =0 —-in = in
%Jﬁ 3 3 2=\
i ( o . _ B
¢ {9_r2+lm ] 3r)2+] _f Gy +ld3x [arctan(Sx)] arctan (/3) — arctan(0) =iz — 0
R U S
X+4 L2+l (P +1
Dusa—2] enb=1.
b F(x)= 1 -2Larctan(lx) + ¢ = Sarctan(}x) + ¢
2
Bladzijde 205
@ a Flx)= fidxz Ld =112 -arctan(4x) + ¢ = 3arctan(4x) + ¢
; 16x2 + 1 (4x)? + 1 *
. 4 r 1 _ 2 _ g
b G= [ 57, j§x2+ dx I(%,\)erI dx = 2arctan (3x) + ¢
5 5 5 B _
c Hx)= fmdx = IW—_gmdx— fmdx— Sarctan(x + 3) + ¢
!
3 3 3
d Jix)= dx
x) fx2+4x+13 f(x+2)2—4+13 ](x+2) L f(x+2)2

1
=f(_%(x+ﬁ))2+1

1 1

V3

=./3 arctan(\f?)
1 x=1
2x N 1
b {ﬁﬂdx_._fnxz)zﬂ
6
5 5
¥ fxl—csx f(x N-9+18 %

g
dx

(ax-3)y+1

L.J:——.ﬁc:)\ i
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1

d.!:=f%x2+]dx=‘[(x7

2
“) 1

[3 -5 -arctan((x - 3})]?

dx = arctan{ﬁ(x+ 2}) +c= arctan(xx +3} +c

dx = [\33 arctan(%):l;

dx? = [arctan(x?) ] = arctan(1) — arctan(0) =

6
f(x 3}2+9 [

1
9

-arctan(1) — 3 - arctan(0) =

L_ — /3 - arctan K. 9 o V3 -arctan(1/3) — 3 - arctan(0) = \/3-la—0=1n/3
J 3 6 6
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3 £=y3 1n

W3
"

J3
arctan(x) ! = o Tt [l il fop pasiiing
d ! 211 dx—‘{arctan(x)x2+ldx— J arctan(x)darctan(x}—Joudu—[zu ]U =z gne—0=53n
I 5 o2 3 2 1
_ 9 L 9 s | B 2% =1 _1 1.1 _ 1
D a {4x2+9d"‘[gxz+ I d.a—{(%x)z_'_lda [9 Earctan(3xﬂﬂ sarctan(1) — sarctan(0) =3 -y =53m
e ” x=;In(3) l B3 l ’
- X — NI 1) — "
b ‘e2‘+l X ‘[0 (e-\')2+1de ‘[u2+1du [arctan(u)]l arctan(y/3) — arctan(0) = ix
1 i 1 ] 1 l P
————dr= | —5——————dx= | ——S——dr=|}arctan(2x - 1)| =
¢ u!:4x3—4x+'2 .[4.r2—4x+1+1 -!:(2x—1)3+1 v=[zarctan(2x - D]
larctan(1) — jarctan(-1) =1 ta—1-—in=1in
% sin(x) = o1
) _ 0_ -
d "!:m = [0~Wdcos(x_)=[—u2+ ldu—[—arctan(u)]l——arctan({])+arctan(l)—3—1rt
vy 10 vy P —8x+17)-0-10(2x—8)  -20x+80
Dasw x2—8x+17 gecll /'(5) (x2—8x+17)° (x2-8x+17)°
S(x)=0 geeft -20x + 80 =0
-20x =-80
x=4
y
1
1
1
|
|
o 4:: X
lim f{x)= lim f(x) =0, dus de lijn y =0 is een horizontale asymptoot.
r—m X —3-00
max. is f(4) = ﬁ= 10,dus B = (0, 10].
5 5 5
_ 10 _ 10 _ 10 _ i
b O(V)_[,ﬁ—sxﬂ?dx !(,\:—4}2—16+]7 ) e sl
= 10arctan(1) — 10arctan(0) = 10 jn =237
P
¢ O(W)=10 geeft ff(‘x)dx= 10
4
[10arctan(x —4)]) =10
10 arctan(p —4) — 10 arctan(0) = 10
arctan(p —4) =1
p—4=tan(1)
p=4+tan(1)
p= 5,557
g 7. = - f r
—_dx= | ————dsin(n) = ~cos()dt = ccos(t)de= | 1de=[¢]" =1
@ {\n =" J Tsmp o {f(m—m sosl) »!:cos{r) oos(t J{: Lty =om
Bladzijde 207
v | |l 4 o |4 [ae|aes]
arcsin(x) I 3% | -7 | -iT | -im ‘ 0 | tn | i ‘ i | m
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arcsin(x) = in ¢ arcsin(x) =2

N 1 = 1
g sin(%:rt) Geen oplossing, want 2 > 5.
x=1 d 3arcsin(x—3) ==

: el
arcsin(x) = -7 arcsin(x — 3) =1n

R o .
x =sin{¢) x— 3 =sin(in)
_ 1 _
* 2 X — \f3=%\|6
x=3+13
x= 1%\?’@
Iﬂ""i 1 -’I_u\'l§ l L\:’?
dx = dx = [Larcsin(3x)|"  =laresin(l/3) —Larcsin(!
1 v,l_9\.2 | l _(3- )3 \j ( )j|; 3 (2\; ) 3 (2)
“bdn- e b e
112 | 17.1-'5 1 1:'[\.? 1 [ ]1%\5
dx = —3 __dx= SN E— arcsin(lx} )
9 — y2 2 f 2 R T
(A vy~ 5 vyl (5x) e

b = [ I 1 ; 1
—dx = f Lo & 4= [1L. . 1arcsmu—‘
{V'] - 0 © 1= 'gfz yI-u2 [2 ( )-u

= %arcsin(%) = %arcsin({}) = % . %:rc —0=4;m
I b gy x=1 1 i1 :
X 2 2 b 2 1 : :
dy = dx= = du= |3 arcsm(u)‘
“!‘ 4= “!‘\/l—ix“ Soyfi— @G ‘!.V]_"z ¢
=larcsin(}) —larcsin(0)=1-lx—0=1L=n
1
F(x)= f arctan({x)dx = x arctan(x) — f x darctan(x) = x arctan(x) — [ X5 1 dx
. . i
= yarctan(x) — f% wig L : d(x2+ 1) = xarctan(x) — 1 In(x2 + 1) + ¢
X
G(x)= f arcsin(x)dx = xarcsin(x) — f xdaresin(x) = xarcsin(x) — f % de

1

————d(1 —x?) = xaresin(x) + 1 —x* +¢
2\]],!@ ( ) (]’ N

= yarcsin(x) — f—
25-x*>0
xt<25
-5<x2<35
x2<5
=B <x<y’
Dus D= (- 5.5

y
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\J"TI 1 —x- 1 S, 95 — +L

———4x 3
: 2425 = x* B y25—x*
b flx)= r“ ——— geeft f'(x) = T - -
__25-xt+2t x*+25
(25— - (25-x) 25—
9+25 34
tel + b met e v
Sl y—axtbmete =13~ o r=s " 5a
v %x + b
I L
— .ﬁ i =1 & E\u@ b=43
= = - ! i E
f(\"3) \.{ﬂ 4ﬁ,dUSA(\, ,4\."3) b=—q.,\/§
Dusk:y=3x— 353
LJ10 110 s W10 i v=1{10 1
X _ 5 _ 5 _ 2 |
¢ V)= dy = = = - - !
["25_3‘4 J, VI ase o 1~ ()’ rfn y1- G
=f% i] du = Harcsin{uﬂ = larcsin(}) - Laresin(0) =1 - ln=Ln
= ) 3 5
0

@ i )= farcsm(x) dx = f arcsin(x) rszdxz f arcsin(x)d arcsin(x) = 3 arcsin’(x) + ¢

b G(x)= fx\jl = inz{r) f m " f‘vw dIn(x) = arcsin(In(x)) + ¢

K.4 Breuksplitsen

Bladzijde 209
v 2x ]
= = 2 - g3
@ a Flx jx2+ldx jx2+1d(x +1)=In(x2+1)

- [k

b Uitdelen geeft /i(x) =

1 dx = arctan(x)
2x+1_ 2x
o S
Dus H(x) = In(x* + 1) + arctan(x) + c.
2x+35 _ 2x 5 5
x+1 x+1 x+1°

* g =0 g,

@ a Uitdelen geeft f(x) =

fis zo niet te primitiveren, want er is geen primitieve te geven van
x

3 _2x+2, 3 _2x+2+3 2x+5
#+1l x+1 "zx+l x+1 x+ 1
Dus de splitsing is correct.

F(x}=f(2+%)dx=2x+3ln|x+l| i

+1°

b f(x)=2+
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Bladzijde 211
@Dax+1/2x+1\2

Z¥+2_.
-1
i 2x+1_2_ 1 .
b S| xt+1

F(x}=fix:l1 dx=f(2—ﬁ)dx=?_x—]n|x+ 1| +e

b x+1/x \l
b g | 3
-1

1
x+1 x+ 1

Flx) = j—m j(]——) =x—Injx+1| +e¢

¢ 2x+1/x+1\1

1
x+3

Dus

3=

xt+1
D =
2x+ 1

1
o
2x+1

P |—

I
A= [ ban= (1o Jac=beriimize 14

x+2
a f(x)—H] x+1
g+ 1<x+2% -1
=]
3
2—x% 3

Dus =-]+ ;
2+ 1 x+1

(—l +i]dx=—x+31n|x+ 1| +e¢
x+1

3 4x “4x+3
€ SO =1 1
2x+1/-4x+3\ -2

—4x—2_

5
3—4,r:_2+ 5
2x+ 1 2x+1

3—4x
M= [ [lae g
. 6x—1 o6x—1
f SR UE e
)= = a1
-2x+1/6x—1\-3
ox—3
2
=1 2
il + s
Lg 1—2x = I —2%

1 2
— - — - + =3 — oo J+
F(x) fl—Zxdx f( 3 l-lt)dx 3x—In|l1 —2x| +¢

F(x) =

)dx -2x+ 2 In|2x+ 1| + ¢
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@ ax—1/x2-2x+3\x-1

xz— X_
o ol gl
s
2
2 _
Duswat—lﬁ- 2 ;
x—1 x—1
Ll < pess 5 2 3
- — M L s, s
J -1 m*l(.l 1+x_l)dx—[2x2 x+2in|x l|]2

=4l -3+ 2In(2) - (2-2+2In(1)) = 1} + 2In(2)
b x+1/-2x*— x \-2x+1

2% =2
X
g | -
5!
i o S,
Dus 2 x=—2x+]——l ;
x+1 x+1
-2 -2
_zxz_x -l R B 2
L_[; ot dx‘—l_];(ZX'i—l ﬁ)dﬁ‘*[‘x TK 11'1|I+1|]_4

=-4-2—-In(1)—(-16 —4 —In(3)) = 14 + In(3)

3
D a/w =J;_:_L1x geeft

Fiigm T DEF+ 1) -7 +a)°1 3 +a+38+ 1 -2 ~-x It +35%+1
' (x+1)? (x+1)7 (x+1)?
9=1l

4 7

Stel iy=ax+bmeta=f'(1)=

y=Ux+b
: 2 15
j(l)=§=1,dusA(1,])} 2
Dusk:iy=1x—1.
b x+1/x +x \Nx2-x+2
x+x?

X2 +x

e A
2x

2 4 2 2
0{V)=f'; LLIE (rz--x+2- il)dx=[%x3—-%x3+21—2ln|x+1”0
o

=8 _24+4-2In(3)— (0-0+0-2In(1)) = 4% —2In(3)

_|_
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(530 y

=

i

x=-3 x=-1
f(x) is voor elke x gedefinieerd, want de noemer x* + 4x + 5 heeft geen nulpunten.
x> +4x + 4 = (x + 2)* heeft één nulpunt, namelijk -2, dus de grafiek van g heeft één verticale
asymptoot.
x* +4x + 3 = (x + 1)(x + 3) heeft twee nulpunten, namelijk -1 en -3, dus de grafick van h heeft
twee verticale asymptoten.

b Sl 2x+4 5 _2x+d4—=5 = 22—l
X+4x+5 x*+4x+5 FP+4x+5 x?+4x+5
. 2 5 2(x+2) 5 2x+4-5 2x—1
g(x)= = 5 2 27 5 .
x+t2 (x+2) (x+2) (x+2) (x+2) x*+4x+4
5D 13 f3% 15(x+3) . erel)  -la—aledleeal -
X)= E = = =
x+1 x+3 (x+D(x+3) E+3)x+1) (x+3)x+1) X t+dx+3
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Bladzijde 214
@D al+1/x4  +1nE-1

a2

_2_|_
P 12 5 ]
L T - 1_ —[13_ "
-[x2+ldx .!:x l+xz+l)dx [3)( x+2art.lan(xﬂu
=1—1+2arctan(1) - (0 — 0+ 2arctan(0)) = -2 +2-in=-2 +1x
b x?+2x+1/x* +14%x?—2x+3
bl 5
20—t
-2 —dx -2
32+ 2x+ 1
x+6x+3
-4x -2
#+1 5 4x +2 4x+2 Hx+1)~2
B -l B ) — S .- . 2 I Ay e R o | TG TES
Dusx2+2x+1 = —2x 3 Beosai x-=2x+3 (X+1)2 x*—2x+3 P
2 4 2 5 4 -
=x2=2x+3 - +— =22 +3—-———42(x+ )2
x—2x+3 21 ok 1P XAty 1 2(x+1)
1 1
P | s Pl 4 =
.l_ruzﬁldx—‘!(r 2x+3-— 2+ 1) )dx
1
1
=[%.r3—x2+3x—4ln|x+l|—2(x+l)‘1]0=[%.r3—x2+3x—4ln|x+ll—%l]
; i ’
=3=1+3-4In(2)=1=(0-0+0-4In(1)=2) =15 —4In(2) + 2 = 33 —4In(2)
c xX2+4x+3/x \wi-dx+13
x*+4x3 +3x%
~4x3 — 32
43— 16x% - 12x
13x2 + 12x
135+ 52x+39
-40x — 39
-40x—-39 _ -40x-39 _a b _alx+3)+tbx+1) ax+3atbx+b _(atbpt3ath
X+Hdx+3 (x+1¥x+3) x+1 x+3 (x+ 1D(x+3) x+Dx+3) (x+ 1)(x+3)
a+thb=-40
3a+b=-39
-2a=-1
1
72 }l+b=—4o
a+bh=-40 1_5=—4021

rox y P 40}
——dx= 2 4x+ 13+ —2———2 |dx
{x2+4x+3 un’v()f = x+1 x+3)

= [3x® —2x2+ 13x+ }In|x + 1| - 40} In|x + 3]
¥ —8+26+11n(3)— 404 In(5)— (0 — 0+ 0+ 11n(1) — 404 In(3))
=203 + }In(3) — 405 In(5) + 405 In(3) = 20} + 411n(3) — 405 In(5)

2
0

@ a 2+1/x%+x 1

£ o+l
x=1
X +x %=1 k' 1 | 1
o DL . - = S RO . R S
M= grr T anr My 241 WLy ga o

F(x) = x+ 3In(x*+ 1) — arctan(x) + ¢
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b x*—6x+9/x>—6x+8\ 1

x2—6x+9_
=]
_I2_6x+8= _ I S I. 1 ) :
R R il S e R S SO L
FG) =x+(=3)" +emx+—5+c
¢ 23 =2
P+ -3
-2 +3x
2P -4x+6
Tx—6
X Tx—6 Tx—6 a b
=— =y ==y =2 —————— = x -2 + +
e T TR T T
=x—2+a(x-3)+b(x-1)=x_2+w=x_ +(a+b}x—3a—b
(x = D(x+3) (x = D(x+3) (x = x +3)
a+b=17
3a-b=-6
22 =17
1
a=-3 }—l+b=?
= 2 :
atb="7 b=7%

1 1
s Y S 2

Dus f(x)=x—2 =1 xed
Dit geeft F(x) =3x>—2x—3iIn|x— 1| + 73 In|x+ 3| +c.

, ¥ +x  x(x*+1)
D a j(x)=x2+l= 21 =xgeeft F(x)=1x+c

b = +9/x % \x+6
-6 +%
6x% — Rx
6x? —36x +54
28x — 54
P4z 28x—54 28(x—3)+84-54 28 30
=—————=3x+6+—-5———— —=x+6+ =xt+t6+ +
= grg 2 O B oggrg (x—3)? T =3 k-3
=x+6+4§—+mu—3ﬁ
x=3
DitgeeftF(x)=%x2+6x+281n|x—3|—30(x—3)"+c=%x2+6x+28]n|x—3|—3—03+c.
2 2 x— 1
e 252 +x/2% + [Nx—5
2x* + x?
= A
—awtl
lx+1
Pl g ;. gx+l L gx] L. a b L ax+1)+bx
= =x—142 S SN ALV G S PR il i
L il R Wl e T RN A S
. - 2 -
:x_%+wzx_%+m
° x(2x+1) x(2x + 1)
za_“:bzé}zmzl
‘" b=-1}

Dus f(x)=x—1+—-

Dit geeft F(x) =3x*—jx+In|x| —3In|2x+ 1| +e.
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@ axi+4/x \x
r"+4x_
—4x
x? 4x
Dusxz+4—x Bod

[ 2 Ax 2 1 : &
RIS RTE SR M.

0
=2-2In(8)—(0—2In(4))=2-2In(8) +21In(4) =2 —2(In(8) — In(4)) =2 — 2In(2)
b x?+4x+4/x3 \x—4

. S
-4x? — 4x
- —16x—16
12x+ 16
¥ 12x+ 16 12x+ 16 12(x+2)—8
x4+ =y 4+ =4 —
Do e aiid T kgl F T g 8 T [pagp
12 8 12
=x—4+—- =y—4 4" + 22
x—4 x+2 (+2) x—4 12 8(x+2)

3 ]

X 12 i 1.9 . 18

———dx= —4+—- +2)2 =[x —4dx+ +2| + +

{x2+4x+4 dx {(x 4 i 8(x +2) ]dx [2.1 4x+ 12In|x+2| +8(x+2) Jn

8

=[%x2—4x+121n|x+2|+—f2} =32-32+12In(10) +%1 — (0 -0+ 12In(2) + 4)
2 = _

0

=12In(10) + % — 12In(2) — 4 = 12In(5) — 3}

-8 _ -8 _ a % b 20(1_5)"'5{1""]):a.¥—5a+bx+b:(a+b)x—5a+b
X=4x-5 (x+Dx-5 x+1 x-5 (x+ 1(x—5) (x+Dx—35 (x+ Dx—5)
at+b=4

“Jut+b=-8

6a =12

a=2 }

2+b=4
-+ —
at+b=4 P

2 2
4x—8 2 2 2
—r— = cx dcr=[2In|x+1|+2In|x—
{xz—4x—5dx {(x+] x—S) x=[2In|x+1| n|x 5”0

=21n(3) +2In(3) — (2In(1) + 2In(5)) = 4In(3) — 2In(5)

o x-5 _ =5 __a b _ax=3)*bx—2) ax—3atbx—2b_
¥=5e+6 Ir—2r—3 =2 x-3 (x—2)x~3) (x—2¥x—3)
(a+h)x—3a—-2b

(x—2)(x—3)
a+b=2 2| oo 2a+26=4
3a—2b=-5|1|¥"-3a-2p=-5
-a =-1
a=1 _
ATENIETeL
flx)= L + l geeft F(x)=In|x—-2|+I|x—-3|+¢
x=2 x—3
gne 2S5 . 1 5 - 3. .
0F)= [ 5=~ —de= [ de@-Sr+6)=In[?~5r+6|+c

Injx—2|+In|x=3|=In|x—-2)x—3)|=In|x>—5x+6|
Dus de primitieven komen op hetzelfde neer.
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_ 10x+ ; (4x2—4x+I')-iO—(le+5)(&r—4}:
@2 )= el ) - e

40x? — 40x + 10 — (80x” — 40x + 40x —20) _ 40x2 — 40x + 10 — 80x + 20 _ -40x* — 40x + 30

2x—1)* (2x—1)* (@ - 1
F'(x) =0 geeft -40x? — 40x +30=0
4x+4x-3=0
D=4—4-4--3=64
x:_4+8=l\f'{=_4_8=—ll
8 g 8 4
vold. niet voldoet
y
i
1
1
1
I
I
I
1
I
1
I
1
AN
I
. ) ,(
__—_'_“""--._.L..-/O :
1
st oty <1043 <10 %
min. is f( 13) el AL
Dus B,=[-§,—).
3 3 3
10x+5 52x— 1)+ 10 ( 5 10 )
b O( o dx= + dx =
f4x2—4 +1 f’ 2x— 1) ]fzx—l (2x—1)?
3 3
J"( 2 +10(2x—|)-2)dx=[§1n|2x—1|—5(2x—1)-l]3= 2|2 —1]-=——| =
i 2x—1 = 1 < 2‘x_l|

25 In(5) - g = (2%111(1) - %) =2lIn(5) — 1 +5=4+21In(5)

_ x2+4 o (24 5xt4) 22— (24 4)(2x+5)
@D a /0= 7” g eeft 1) = e S -

2x3 + 10x? + 8x — (2%* + 5x% + 8x + 20) _ 2+ 102+8x— 2% - 52 —8x—20 _ 5x2—20
(x? + 5x + 4)? (x2+ 5x + 4)2 (32 + 5x + 4)?

F1(x) =0 geeft 5x2~20=0
5x2=20
x2=4
x=2vx=-2

X2 +5x+4=0

(x+1)x+4)=0

x=-1vx=-4
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-2

/)

X=-=4 Xx=-1
max. is f(-2)=-4
min. is f(2) =3

b Stel k:y=ax+bmeta=f’(_—6}=%Zl%
L }11-—6+b—4
v - > 3 .
F-6) =4, dus door AC6.4) ] sy 7
b=13%

Dus k:y = 13x + 132.

y=0geeft 13x+ 133 =0
8x=-68
x=-8

Dus B(-85,0).

x =0 geefty =132, dus C(0,132).

N
/B o

O(AOBC)=1-0B-0C=1-8L-13} =571

¢ X2+5x+4/2  +4\1
xX*+5x+4
-5x
Ay =1- Sx o S5x _ _(L+L]=l_a{x+4)+5(x+l)
‘ S e N A x+l xt4 (r+ 1) +4)
_axtdatbxtb_ . (ath)x+da+th
(x+1)(x+4) (x+ D(x+4)
{a+b:5
da+bh=0
-3a =35
a=-13 } 2 L he
=l =5
a+b=5 b=6§
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B 6 2 3
_ 15 63 N 2 2 6
OU’)—]{:(; 25 5 +4)dx_Jnﬂ( x+1 m)dx_[x+]3ln|x+” 63[“"”4'].1

=6+ 12In(7) — 62In(10) — (0 + 12In(1) — 62 In(4)) = 6 + 12In(7) — 62 In(10) + 62In(4)
=6+ 12In(7) + 631n(2)

@a x=-1 y
|
I
|
I |
|
——————— ) g
|
: e
I
|
|
|
[
I
|
x=3
x+]—1 1
= 1_—
fix)= Y+l x+1 x+1

O(V)=f o= 1 dxz[xmlr1|x+1|]3=3_}n(4}_{0_1n(1])=3_1“(4]
0 xtl g

o a1 % (x + 1)? 4 22t x4 1 / Rt op 1

3 3 -
Zx+ 2~ ] . 2x+1) 1 ) ( 5 _)
et 1-—————ldx= 1- % d= e B g 12 )d
n‘!:( x3+23r+l) v “u!( (x+])3 (x+|)g T[[ - (x ) X
3

=alx—2ln|x+1]| - (x+ 1)"]3=n[x--2lnix+ 1] - %}} =n(3 - 2In(4) —} - (0—2In(1) - 1))
X

= (3 - 2In(4) — ! + 1) = 3n— 2nln(4) .

2 2 ey Ly 2x
@ a f(x)=In(x*+1)geeft /'(x) i 2+
f'(x) =12 geeft 2211 %
3x2+3—l{lt
3x-10x+3=0
D=(-10-4:3-3=064
10+ 8 10-8
x= =3vx=——=1

6
f(3)=In(10)en £(}) =In(13)
Dus de raakpunten zijn (3, In(10))en (1, In(1})).

b f(x)=In(2) geeft In(x> + 1) = In(2)

P4-1=2
x2=1
x=lvx=-1
y
\ /
y=In(2)
A
-1 0 1 %

fj(.r)dr:fln(x2+l)dx=x]n(.r2+1)—fxdln(x2+l)=xln(x2+1)—fx-32:_l
, 22 +2 -2 2
+|)—f7x2+1 dx=xin(x3+l)—f(2——]dx

=xIn(x2+ 1)— ]
x

zx-
2_|_]

=xIn(x* + 1) — (2x — 2arctan(x)) + ¢ = xIn(x* + 1) — 2x + 2arctan(x) + ¢
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1
oV)= f{]n(Z) —f(x)) dx = [xIn(2) — (xIn(x* + 1) — 2x + Zarctan(x)}]jl

[_xln(Z} xIn(x*+ 1)+ 2x— Qarctan(x)]ll

=In(2) — In(2) + 2 — 2arctan(l) — (-In(2) + In(2) — 2 — 2arctan(-1)) =

K.5 Integralen bij parameterkrommen

Bladzijde 217

h
@ a [/wde=[FW, = F®) =~ Fa) =-(Fa) ~ Fb) = -[F), =~ [/ dr
h

h ¢
b ]'.f(x)dx + ff(x)dx = [FW)[, + [F)]; = F(b) = Fla) + F(c) = F(b) = F(¢) = Fla) =

[F). f f(x)dx

@ a Bij4hoort1=0, leBhDDI’t!—ZeI‘] blehO{}rt!—4 dus

ff

Herleiden geeft O(V) = f yde— f pdr

o)= fvdr—fvdx fv

=0

t=4

b O(V)= j——r—+2]d——z-+2:} f—-:—+2 (~t+2)di =
18 -4+4-4-0=32-215~

Sl i T o — 1,44 __
=[lA-14 z+4t]u—g 4
i=0

=gt 04+ -0° —

Dus hetzelfde antwoord als bij b.

Bladziide 219

@ [ro- T

£-2)d(ie-21) =

B

4 1
e+a) =}

= \ﬁfi_%r.—i_

=32-211 -16+16-
e

Dus ] x dy geeft ook O(V).

=2

i=-2 f=-2

b f{L)=nr=fzx~dy=nf(

t=2
-2
=nf(ir-‘

:n(gi B—8—10; —B+16)—=(5—

-2)d (L

—1—28+42 + 4 —8)dt =

160 ‘Voortgezette integraaliekening

=0

f(—l;z3+21]d(-%t3+2)= f(—-§r2+2r')-~rdr= f(i

=4

(1-44-2-4)=0-32+421 =102

(2+22-4-8) =1

2

(1 -2)(t-2)dt

) fue

61,5 1.4 1,3 2.
|t Le e g

Ii'l

&

-8+

2 t=d r=4
=fyc1x+ fydr=fych
=2 t=0

1=4
(3£ = —=2t+4)dt

:={J

16 +16 =103

t=10

L3 —21%) de

=4

(3£ - £ ~-20+4)dt

1]
:\Jr“-,""

Al g A (- L P - R

02 —-7L =18

2 (¢ —2)dt = fu—r‘* — 202+ 4)(t - 2)dt

-2

102 -8-16)=n(2% —2-102+2-16) =

2-2-tz+2+2--ln=4-n

17557

@ Noordnoff Uitgevers by



@ x=0geeft?—2t=0
Ht—2)=0
t=0vit=2

{ =0 geeft (0, 0)
t =2 geeft (0, 6)

=0 =0 0 ]
o) = fxdy= f{zﬁ—2f)d(z-‘—f)=f(;2—2;}(3:2—1)d:=f{3;4—6s-‘—,s2+2ndz
i =2 2 2

=2

0
= [%15— 1%;“—_%13+13L=0— (2-25-11-2¢-1.23+2)
=0— (195 —24-25 +4)=3%

@ a x=0 geeftsin(r)=0
t=k-m
t=-n geeft (0, -7)
t =0 geeft (0, 0)
t=mx geeft (0, )

I=xn T b

o) = f xdy= f sin(7) d(z + sin(?) = f sin(£)(1 + cos(r)) dt = f (sin(z) + sin(r) cos()) dt
0 i}

.
=0 0

= f (sin(r) + ;—sin(Qr)) dr= [—cos(r) = _11(:05(2{)}: = (~cos(n) — ﬁcos(h)) = (—cos{{]) = ﬁcos(()))
0

=1—4-1-(-1-3-)=1-;+1+;=2
T r=n

b IL)=n f Pdy=n f sin2(£) d(z + sin(7)) = & f sin2(1)(1 + cos(z)) d

0 =0 0

= [ (sire(0) + sind(t)cos@) de = [ (£ =} cos(26) + sin(s) cos(r)) d = n| 41—} sin(2¢) + 1 sin(2) ]:
0 0

n(3m— § sin(2m) +§ sin(w) — (3 - 0 — }sin(0) + 3 sin(0))) = (3 —0+0— (0 -0+ 0)) = in?
Bladzijde 220
@ a Tecken de lijnen x = @ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn x = b die K raakt in het punt

waarvoor f = f.
y

D/a b *

Noem F, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = g en x = b en het bovenste deel van K
en V, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = a en x = b en het onderste deel van K.
1=t =t =t

Dan geldt O(V) = O(V,) — O(V3) = f;ydx— fydxz fydx+ITJ_VdI:r][4}’dx-

t=t, =14, t=1t t=t =t
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b Teken de lijnen y = ¢ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn y = d die K raakt in het punt
waarvoor f = t,.
; 2

d

X

Noem /7 het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het rechter deel van K
en V, het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het linker deel van K.
t= 1 P---:’: =1y b= fy =1
Dan geldt O(V) = O(V,) — O(V,) = fxdy— fxdy= fxdy+ fxdy= fxdy.
=1 =1 t=1, 1=1 t=1,
¢ Teken de lijnen x = @ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn x = b die K raakt in het punt

waarvoor { = .
z

X

o / a b
Noem W, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = @ en x = b en het bovenste deel van K
en W, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = @ en x = b en het onderste deel van K.
t=1, r=t =t =1 r=r1,

Dan geldt O() = O(W,) — O(W,) = fy de— [yde= fydx + f_vdx': fydx.
t=1, f=t = t t= t=t,
Teken de lijnen y = ¢ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn v = d die K raakt in het punt
waarvoor { = 5.

y

d

Noem W; het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het rechter deel van K en
W, het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen = ¢ en y = d en het linker deel van K.

=1 =1 =1 =1, L=t
Dan geldt O(W) = O(¥)) ~ OW,) = [ xdy - j xdy= j xdy+ [xdy= f.xdy.

t=4 = t=4 t=1 i=t
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Bladzijde 221
@ a y=0geeftdt—1=0

H4-1)=
t=0v =4
t=0vi=2vit=-2

1=-2 geeft (3, 0)

t=0 geeft (-1, 0)

=2 geeft (3, 0)

r=1 geeﬁ ([] 3 dus K wordt in negatieve richting omlopen.

2
- : — A A2 — 1Y = — 3 _ A= 3 _
o) = dex rf2(4r A)d(2— 1) = f(4: £)-2t dt = f(Sr 2%y dr = 222 -2 ]2
—22 23-2.25— (22.(-2p -2 {2)) 2.8-2.32-22.-8+2--32=17%
1=2 2 2
b r{u=nfy2dx=nf(4r—rﬁ)zd(r?— l)=:rtf(4r—r3)2-2tdr=nf(1613—8r4+t“)-21‘dt
=0 r=10 L] L]

2
= : = = — 02464 18
—n{mﬂ 166 +267)dt =x[814 ~ 234+ } 5]
=n(8:2-25-2°+1 28 -a(0- 0+ 0)=2lin

Bladzude 222

r(! —6)=
t=0vi= 6
t=0geeft(0,0)
1 =6 geeft(0,0)
t=1geeft (5,13)
Dus K wordt in positieve richting omlopen.

(=0 t=0 0 0
o= [yax= [ (So+20)der+6n= [(30+20)2t+6)dr= [(— 66 +126) e
= t=6 6 ]

10
=[fr -1t +48] =0 (%6~ 1}-6*+4-6%) =43

@ a y=0 geeftsin(2:) =0
2i=k'm
t=k-3m

1 =0geeft(0,0)
t=3mgeeft(2,0)

t=1ngeeft(1,1V3)
Noem J het deel van K boven de x-as en rechts van de y-as.

r=3% t=4n In in
o) = f ydx= f sin(2f) d2sin(f) = f sin(2¢) - 2cos(f)dt = f 2 sin(#) cos(f) - 2 cos(f) dt
=0 i 0
" e 0
f4sm(r)cos.2(r)d: f 4 cos(f)d cos(r) = I 1 3}120——@-13:1%

Dus de oppervlakte van de twee vlakdelen samen is 4 - 1§ = 5}.
i=tn t=1n 1=ix

b IL)=2n j y2dx =27 j sin’(24) d2 sin(¢) = 2x f (2sin(r)cos(£))? - 2 cos(f)dt

;I=n =10 , =0
f=3m F=an u=1

= f 4sin¥(¢) cosX(r) - 2cos()dt = 16n f sin3(1)(1 — sin’(1)) d sin(z) = 16n f 31 - u?) du
=0 =10 w=10
u=1

=161rf(u3—u4)du=lGﬂ[%uj—'guf'] 16m(t —1) — 167(0 - 0) = 2=
u=0
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@ a x=0 geeft 2sin(r) = 0
t=k-m
t=-ngeeft (0,177
¢ =0 geeft(0,0)
¢ = geeft (0,172)
K is symmetrisch ten opzichte van de y-as, want
x(~=t) = 2sin{-1) = -2sin(t) = -x(H eny(-1) = n,( f)?

=10
2

=M.

O(V)=2-fxdy=2-fzsinmd§:1=2-fzsin(r)-:df=f4rsinmdr

=[4¢- —(:0:;(1‘)1 —f4 -cos()dr =[- 41cos{r}

=[- 41‘(:05{!)] [45111(1‘)] =-4n--1+0-

t=n

b IL)=n f Xdy=n
-0

=0

(0-0)=4n

f4cos(f) dt

f 4si(ndle=n f 4sind(r)- tdt = f 4¢ sin’(r) dr

—n f 44(} 1 cos(26))dt = f (2t 2tcos(26))dt = f 2di—m f 2t cos(20)dt

[]

=TI:

=u’—-m0- 0)+n[2c05(2r)]n—rt —in+in=n®

Diagnostische toets

Bladzijde 224

a

o7 —af2r- ,sm(zx)] -n f 24 sin(20) dt = n(a® - 0) - fesin)]; - n f sin(27) d

0

1) F(x)=f3x3(x3+2)4dx=f(_r3+2)4d(x3+2}=fu4du=%u5+c=_%(x3+2)5+c

b F(x)= ij\x+ dx = flE VX

=ufu+te=0(2+2 2 +2+¢

KT 2d(x2 +2) = [1

du—J] w du=u'+ ¢

c Flx)= fcos(x)-(l + sin?(x))dx = f(l + sin’(x)) d sin(x) = f(l +ud)du = u+ jut + ¢ = sin(x) + Jsin*(x) + ¢

d Flx)= f3x2cos{x3 +2)dx = fcos()c3 +2)d(x*+2) = fcos(u) du =sin(u) + c=sin(x>+2) + ¢

e F(A‘)=f{2£1)3 dx=f6(2x—l)‘3dr=_%-%-(2x—1]‘2

f Fx)= f (4x + 6) In(x2 + 3x)dx = f 21In(¥? + 3x) d(x2 + 3x) =

=2(x2+3x) In(x? + 3x) — 2(x* + 3x) + ¢

X

1
,_-|1'I x=3x |

b fcos(x} sin’(x)dx = fsin3(x) d sin(x) = fu3 du= [}u“]:j =
0

x=10 0
3

10
6x -2 = l = 10
¢ J]ﬂ.r2+1 : +1}-Is | du=[3In|ul];
© [xt1=ugeeftx=1u’—1

3 =3

0 w=1

T y=g I .

VIn(x) o ~ w 1

x dx = f VIn(x)d In(x) = f\f’udu= I:l_%ul_:l _ [h
=1 o

3
g

2(2x— 1)
fZ In(u) du = 2(u In(u) —u) + ¢

3

=31In(10) - 31n(2) = 3In(5)

2 2
f.vc3\;_r+lcbr= f(uz— 1) ud(? —1)= f[u4—2u2+ 1)-u-2udu= f(2u6—4u4+2u1)du
| I

¥
—[2,7_4.5 23] 2. _ 4,
L.u su +3u1 5+128—%
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O 2 Fv- f4xsin{2x)dx= ['4xd(—% c08(2x)) = -2x cos(2x) — ['—};_cos(zx)dazx

e

=-2x cos(2x) + fZ cos(2x) dx = -2x cos(2x) + sin(2x) + ¢

b G{x):f(2x+3)e"dx=f(2x+3)de"=(_2x+3)c-‘—fe-‘d(2x+3)= (2x+3)ev—f2erdx
=2x+3)eF—2e+tc=2x+ 1)e*+¢

¢ H(x)= f 2 In(x)dx = f In(x) d (3x3) = Lx¥Inx) - f 13 dIn(x)

=1x3In(x) - f%x3 - % dx = {x’In(x) — f_%xz dx=3x*In(x) -3 +c

o a f(x)=(2-20e geeft ['(X)=(2x— e+ (x> —2x)e" =(x? —2)e*
() =0geeftx2—2=0
x»2=1
x=—\f§ v x=\z'§

¥
f
|
: z
7 ON 1 1 X
|
1
|
1
1
i
max. is f(-y2) = (2 +242)e 2
min. is f(2) = (2 - 22)e\?
b f(x)=0 geeft 2 — 2x=0
x(x—=2)=0
x=0wvx=2
2 2 x=12 5 x=2
oM = [fwydr=- [~ 2)erde=- [ (@ -20der=-[( - 29 e, + [ evd? - 2v)
0 1] x=0 x=0

) x=2
=[R2 +2)e L+ [@r-erde=[(+ 20T + [ (2v-2)der

] =1
[ i =0

=[(? +29e] +[@x-2)e],— [ et d(2x—2) =[(-x +4x - 2)e7], ] 2¢* dx
: 0

x=0
=[(-x*+4x-2) e"]ﬁ - [28*]; = [(-x* +4x — 4)8"']; =0--4=4
Q2 Fy-= f4x3 -sin(2x)dx = f4x2 d (-5 cos(2x)) = -2x2cos(2x) — f—l cos(2x) d 4x2
=-2x2 cos(2x) + f 4x cos(2x) dx = -2 cos(2x) + f 4x d(} sin(2x))

=-2x%cos(2x) + 2xsin(2x) — fl; sin(2x) d 4x = -2x? cos(2x) + 2x sin(2x) — fZ sin(2x) dx
=-2x7 cos(2x) + 2xsin(2x) + cos(2x) + ¢

b 6@)= [(*-x+Derdr= [(P-x+de = -x+ e~ [erd(?~x+2)
=@-x+e~ [@r-Derde=(2-x+2)er~ [(2r—D)der

= (2 -x+2)e"—(2x— )e* + fe:-‘d(lr ~1)=(x?-3x+3)e" + fze-fdx

=(x2—3x+3)e" +2ef+te=0(2—-3x+5)ef+e
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¢ [ e'sin(2x) dv = ]'sin(;).r]def = e §in(2x) — f ¢* dsin(2x) = e7sin(2x) — [’2 cos(2x) - e dx
= e"sin(2x) — chos(Zr)de-" = ¢"sin(2x) — 2e“cos(2x) + f2e-‘d cos(2x)
= e*sin(2x) — 2e*cos(2x) — f4 e*sin(2x)dx
Dusfe"sin@x}dx = e*sin(2x) — 2e‘cos(2x) — 4fe"sin(2x)dx
5 fe” sin(2x) dx = e*sin(2x) — 2e*cos(2x)

f e¥sin(2x) dx = L e sin(2x) — 2 e*cos(2x)
Dus de primitieven zijn H(x) = % e*(sin(2x) — 2 cos(2x)) + c.

]
2 !
(7 B f o dx = [2arctan(x) |, = 2arctan(1) —2arctan(-1)=2-yn-2-—jm=3n+)w="

V3 23 5

b [ﬁi‘}dﬁ{lxzﬂ f (, b =[2arctan(l:x)ﬁ"-

[

= 2arctan(y3) — 2arctan(0) =2 - im—0= %ﬂ

2 x=2
| I
* [xz-zx-c»zdx_[ 2r+l+l f(r—-l) e !I(.xml)2+l ae=1)

= [arctan(x — l)]] = arctan(l) — arctan(0) = 1z

1 x=1
+ 32 B 1 5 il _ _ B W R i) [,
d v{xﬁ " ldx_ -fl T dx? = [arctan(x )]_I = arctan(1) — arctan(-1) =;m ( 4:rt) =3m

In x= %

T80 oo 1 auiney= ) P = _ 1
e Isinz(x)+1 dx \Jgosinz(le dsin(x) = [arctan(sin(x)) |i" = arctan(1) — arctan(0)

El

; x=1
— 5 &= f arctanz(x) . rbc- f arctan®(x)d arctan(x) = [ drutarﬁ{wc)}
0 x=10 A
=§arctan’~"(l)—%arctan3(0)=% (i) —0=! lai=Lp

11

2—dx+5 2
x2—4x+5=2
c—=dx+3=0
(x—1)x—3)=0
x=1wvx=3
¥
V /\f
‘f y=l
--—"-"'",_-/i i\\x ’
o 1 3

1 1
{ﬂx)dx -!;x,z dx+5 \{r—-4x+4+1 f(x— )2+1 f d("_z)

[art,tan(x 2)] = arctan(-1) — arctan(-2) =-1x + arctan(2)

o)=5-1 ff(x)dx ! = (-im+arctan(2)) =1 + iz - arctan(2)

0

”
b f f(x)dx = [arctan(x — 2}];’ = arctan(p — 2) — arctan(0) = arctan(p — 2)

O(W) im geeft arctan(p — 2) = in
p—2=13
p=2+3
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Bladzijde 225
_ s 1 R T %
0 a Flx)= IW fz ——— d(2x) =3 arcsin(2x) +

\u —(2x)?
b G(x)= f f m: d(x*) = arcsin(x’) + ¢
¢ H(x)= ‘T:L’Jf—‘(’:} dx= j arcsin?(x) * ﬁ arcsin®(x) darcsin(x) = arcsin’(x) + ¢

@ ax+4/3x+ 4\3

3x+12
-8
|
3x+4 8 |
]I s f(S—Ttl)ch‘—[3x—81n|x+4|]_l

-1
=3- 81n{5)—(3 81n(3)) = 6 — 81In(5) + 81n(3) = 6 + §In(2)
b 2x—3/x2— 2x +4\1x—}

x2 - I%x

-%x+4

34

3.5 3
x-_2x+4 _ 1. 1
2x—3 d”‘f(gx o

35 3
. )dx= [ —dx+ml2c -3

13—%+%1n(3)—(1 -1 +2In(1) =1} +£I(3) -4 =1+1n(3)

o= a cw( T

=9—4L +In(4)— (1 -1 +In(2)) = 4% + In(4) — In(2) = 4% + In(2)

geeft

(11391 P
(x*l){2.x 3—G*—3x)-1 2x3—3x+2x F="+3x 22+ 2—3

) (x+1)? x+ 1) T
F'(x)=0geeftx*+2x—-3=0
(x—Dx+3)=0

x=1vx=-3
pal

¥

X

e

max. is f/(-3)=-9
min. is f(1)=-1
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b f(x)=0 geeftx>—3x=0
x(x—3)=0
x=0wvx=3

x+ 1/x2—3x \x —4

¥+ x
-4x
“4x—4
4
3 3 4 3
0(V)=—ff(x)dx=—f(x—4+ +I)dx=—[%x2—4x+4ln|x+]|]n

0
=—(-—12+4[n(4)]+(0 0+4In(1)) =7} — 4In(4)

@ax2+]f_r3—4x \1
32 +1
—41—1

Fx)= f ‘”‘d f( 4H) f(l— o l1)“'“:x—21n<x2+1)—arcran(x)+c

]

b x2—4x+4/x2+4x \1
¥ —dx+4
8x—4

¥+ 4x 8x — 4 N B(x—2)+12
6= | G & f( 4r+4)d't_f(l+ fe—2¥ )dx

o 8 2 . _r 8 o
-J(l+x_2+(x_2)2)d.r j(l+x—_2+l2(.r 2) )dx
12

=x+81n|x—2|—12(,\‘—2)"+c=x+8111|x—2]——2+c
—
6 6 a b alx+1)+bx—1)
C h{x)= 5 = — -+ _
—1 (@E=Dix+l) x=1 xt] (x—Dx+1)
:ax+a+bx—b:(a+b)x+a—b
G—Dx+1) (- Dx+1)
{a+b=0
a—-b=6
2a =6+
a=73
a+b=0}b_ é
Dush{’x)=i— - en dit geeft H(x)=3In|x— 1| - 3In|x+ 1| +ec.
xX— x+1
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@ 3x+2 - 3x+2 = B . b =a(x+3)+b(x+])
X+dx+3 E+HINE+3) x+1 x+3 x+1Dx+3)
ax+3a+bx+bh (@atbx+3a+b

(x+Dx+3) @+ Dix+3)

atb=3
dat+b=2
2a =1
1
a2 +B=3
al—b 3}B 3]
1 3Ix+2 i —lz g 3% & [11| 1] 43 43}|
‘n[x2+4x+3 BEAPTTRETE | bl S zinlx+3]],

-1In(2) + 33In(4) = (-In(1) + 35In(3)) =-1In(2) + 3} In(22) - 3} In(3)
n(2} +7In(2) — 34 In(3) = 6} In(2) — 3L In(3)
4 4
« 243 2x—6+9 2x—6 9
b [~ d 7dx +
-{x3—6x+10 - J 2= 6x+10 f(xZ 6x+ 10 (x—3)2+1]dx
[111|\~ 6x+10|+9arctan{a—3)]
=In(2) + 9arctan(1) — (In(1) + Qarctan(0)) = In(2) + 9 gln = 2},7: +1n(2)

IxJI-- - C’L—ﬁ,""

c ¥>’+9/x! \x*—9
x4+ 9x?
_9x2_
-9x% - 81
81
3 A 3 3

9 1
dx = ~—9+ de= [ (x2—-9+ de= [(¥*—9+9 ———|dx
fx +9 f(x 9) ) f( $x2+1) f(‘ @x]m)

3
= [;x“ ¢ ar(:tarl(%xﬂ0 =9 - 27+ 27arctan(1) — (0 — 0 + 27 arctan(0))
=-18+27-in=63n-18

@ a x(t)=0geeftds— =0
4-0H=0
t=0vit=4

W =0geeft P-4~ +3r=0
HE—4t+3)=0
(t—1)t—3=0
(=0vit=1wvi=3

t=10 geeft (0, 0)

t=0 3t=11t=3
X
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!
'yd*c

0

=3 4
oy)= | ydc-

4 ]

I S—

e

f
fyclx=f(r3—4t2+3r)d(4r—r2)=f(t3—4t2+3r){'4—2t)dr=f(-2t4+12r3—22z‘2+12f)dr

=2+ 3t-2p 6l +e

3 1
o) =[2e+30-Be v 6| - A5+ 30 -2p+ o8] ~16—-14f - (15 - 0) - 15%
i=] t=1
' 1
b o= [yde= [(F-42+3nd@i-2) = |-36+30-20+62 | =18 -1 -4
t=3 t=3

t=1 t=1 1
¢ [)=n [ydx=mn [ (~47+302ddt )= [ (7 ~4F + 3074 - 20)dt
=0

1 1=10 0

De optie fnlnt (TI) of f dx geeft I(L) = 2,01.
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Wiskunde Olympiade

2012
Bladzijde 228
A-vragen

o Bekijk het linker plaatje. Op de plaats van het sterretje moet een . ik Z x13lolz2]7
getal staan waar 27 en 6 beide deelbaar door zijn. Dit geeft twee

@ ) ‘ i 24 56| | 8 |24]72] 1656

mogelijkheden: 1 of 3. De eerste mogelijkheid valt af, want dan
zou op de plek van de dubbele ster het getal 27 staan, terwijl 36 hier 6| & 4]12]36)8 |28
niet door deelbaar is. Met de tweede mogelijkheid kunnen we de ¥ 27| 6 3|9 |27|6 |21
hele tabel stap voor stap invullen (zie het rechter plaatje). We zien 6 |18 42| | 6 |18[54]12)42

dat 12 het grootste getal is dat tweemaal voorkomt.
Dus D is het goede antwoord.

© Ecn palindroomgetal van vijf cijfers wordt precies bepaald door de eerste drie cijfers: het laatste
cijfer is dan gelijk aan het eerste cijfer en het vierde cijfer is gelijk aan het tweede cijfer. De eerste
twaalf 5-cijferige palindroomgetallen zijn dus 10001, 10101, 10201, ... , 10901, 11011, 11111.
Het twaalfde getal is dus 11111.
Dus A is het goede antwoord.

o We tellen eerst het aantal gelijkzijdige drichoeken: daarvan zijn er
drie. Vervolgens tellen we de gelijkbenige driehoeken die niet
gelijkzijdig zijn. Voor zo’n driehoek zijn er negen mogelijkheden
voor de ‘top’. Daarna zijn er drie mogelijkheden voor de ‘basis’. Dit

geeft 9 x 3 = 27 mogelijkheden.
In totaal zijn er dus 3 + 27 = 30 gelijkbenige drichoeken.
Dus B is het goede antwoord.

Q Verschillende letters kunnen bij hetzelfde hoekpunt van de dipiramide horen.
De vijf hoekpunten zijn G = F=J, K= M, H, { en L. De punten f{ en [ hebben vier buren, dus dat

zijn hoekpunten van de grijze drichoek. Het punt K = M heeft ook vier buren: /, H, Len G = F=J,

dat is dus het laatste hoekpunt van de grijze driehoek.
Dus B is het goede antwoord.

o Het aantal blauwe sokken in de la noemen we b. Om zeker te weten dat hij twee blauwe sokken
heeft, moet Frank 12 sokken pakken. In het slechtste geval pakt hij namelijk eerst de tien rode
sokken. Om zeker te weten dat hij twee rode sokken heeft, moet hij b + 2 sokken pakken. In het
slechtste geval pakt hij namelijk eerst de » blauwe sokken. Gegeven is dat dit tweede aantal
tweemaal zo groot is als het eerste, dus & + 2 =2 x 12 = 24. Hieruit volgt dat b = 22. Het totaal
aantal sokken is dan 22 + 10 = 32.

Dus D is het goede antwoord.

0 Drichoek EAB, drichoek £PQ en drichoek ETU zijn gelijkvormig, omdat D
|[AE|: |PE|:|TE|=4:3:1=|BE|:|QFE|:|UE] en
LAEB= ZPEQ= ZTEU (zhz).
Hieruit volgt dat |48 :|PQ|:|TU|=4:3: 1. Hieruit volgt dat 48| =4,
zodat de oppervlakte van drichoek 4BE gelijk isaan1-4-4=38.
Vanwege de gelijkvormigheid hebben driehoeken POE en TUE daarom

2.g=1

oppervlakte (3)*- 8 =41 respectievelijk (1) 8 =1. De oppervlakte van

de vierhoek is dus 45 —} = 4.

Dus B is het goede antwoord.
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Bladzijde 229

€ Omdat er maar twee verschillende uitkomsten zijn, kunnen er maar twee verschillende getallen op de
kaarten voorkomen. Immers, als drie kaarten verschillende getallen dragen, dan geven ze in
combinatie met een tweetal van de overige drie kaarten elk een andere uitkomst. Noem de twee
getallen die voorkomen a en b. We mogen wel aannemen dat ¢ op minstens drie kaartjes voorkomt.
Omdata +a+a,a+a+bena+ b+ b verschillend zijn, mag b maar eenmaal voorkomen.
Er zijn nu twee gevallen:a+a+a=10,ata+b=18ena+ta+ta=18,a+a+b=16.
De eerste mogelijkheid valt af omdat 16 geen drievoud is (a was een geheel getal). We zien dus dat
a=+ =6enb= 16— 12 =4. Het kleinste getal dat voorkomt is dus 4.
Dus D is het goede antwoord.

9 Als a, b, ¢, d vier opeenvolgende getallen in de rij zijn, dan geldt d = ¢ — 1, want uit het gegeven
volgtdat b+ ¢ +d=(a+ b+ c)— 1. Met andere woorden, als je in de rij drie posities verder gaat,
vind je een getal dat 1 kleiner is dan het getal waar je begon.

De getallen op de posities 3, 6,9, ..., 2013 (=3 + 3 % 670) zijn dus precies
2012, 2011, ..., (2012 — 670 =) 1342,
Dus E is het goede antwoord.

B-vragen

@ De getallen waarvan het product van de cijfers 25 is bestaan uit twee vijven en drie enen. Het aantal
hiervan, a, is gelijk aan het aantal manieren om de drie enen te plaatsen. Er is dan namelijk maar één
manier om de twee vijven te plaatsen. De getallen waarvan het product van de cijfers 15 is bestaan
uit een drie, een vijf en drie enen. Het aantal hiervan, b, is gelijk aan het aantal manieren om eerst de
drie enen te plaatsen en om vervolgens op twee manieren de drie en de vijf te plaatsen. Er geldt dus

dat b = 2a, zodat Eg =1,
1

© Het punt F is het midden van 4B (en het middelpunt van de halve cirkel).
De punten D en E zijn de middens van BC en AC. Ze liggen op de halve
cirkel omdat de drichoeken BDF en AEF gelijkzijdig zijn. Teken de
cirkelboog tussen D en E van de cirkel met middelpunt C en straal
|CE| =6.0mdat ZAFE = £ EFD = 60°, geldt dat het cirkelsegment bij
lijnstuk AE precies dezelfde afmetingen heeft als het cirkelsegment
boven lijnstuk DE. Het cirkelsegment onder DE heeft ook die afmetingen
omdat de twee cirkels rond C en F gelijke stralen hebben. Het
cirkelsegment bij lijnstuk BD kan dus precies naar het cirkelsegment
onder DE geschoven worden. De drie grijze gebiedjes hebben samen precies dezelfde oppervlakte
als cirkelsector CED en die heeft oppervlakte L(x - 6%) = 6.

e Het aantal hokjes in de lengte van de rechthoek noemen we a en het aantal in de breedte noemen
we b. We mogen wel aannemen dat @ > b. Het totaal aantal hokjes in de rechthoek is ab en het aantal
hokjes aan de rand is gelijk aan 2¢ + 2b — 4. Gegeven is dat de helft van de hokjes aan de rand ligt,
dus ab = 2(2a + 2b — 4). Herschrijven geeft ab — 4a —4b + 16 = 8. Het linkerlid kunnen we
ontbinden, zodat we vinden dat (@ — 4)(b — 4) = 8. Omdat @ en b positieve gehele getallen zijn met
a > b, zijn de enige mogelijkhedena —4=8,b—4=1ena—4=4,b—4=2. De mogelijkheden
waarbij @ —4 en b — 4 negatief zijn vallen namelijk af, omdat b — 4 dan hoogstens -4 is en b dan niet
positiefis. Ofwel a =12, b=5ena=8.b=06.
Voor de rechthoek geeft dit 12 x 5 =60 of 8 x 6 = 48 hokjes in totaal.

© Met Regel 1 vinden we: 32 /A8 =1 + 16 A8=1+8 A8=3+4 A8
Uit Regel 2 met y =2 en x = 8 volgt: 4 AAR=64 A2
Herhaald toepassen van Regel 1 geeft 64 /A2=1+32 AA2=2+16 2=
Samenvoegen en Regel 3 invullen geeft 32 A 8=3 +4 AA8=1 + 64 A2 =

1 |
+ )
b pan
(39 ]

I
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Bladzijde 230

o Gegeven is dat het stoplicht rood is op 12:05. Voor een stoplicht van periode 1 liggen de kleuren voor de tijdstippen
12:05 t/m 12:12 dan vast, die zijn afwisselend rood en groen. Voor periode 2 zijn er twee mogelijkheden en voor

periode 3 zijn er drie mogelijkheden:

periode 12:05 12:06 12:07 12:08 12:09 12:10 12311 12512
1 min rood groen rood groen rood groen rood groen
2 min rood rood groen groen rood rood groen groen
2 min rood groen groen rood rood groen groen rood
3 min rood rood rood groen groen groen rood rood
3 min rood rood groen groen groen rood rood rood
3 min rood groen groen groen rood rood rood groen

Van deze zes mogelijkheden voldoen er drie aan de voorwaarde dat het licht rood is op 12:12.
Voor de tijdstippen 12:08 en 12:09 geeft dit twee kleurcombinaties: rood-rood en groen-groen.
Dus B is het goede antwoord.

e Tweemaal de lengte van een rechthoekje is gelijk aan driemaal zijn breedte.
De verhouding lengte : breedte is dus 3 : 2.
Met een omtrek van 20, moeten de lengte en breedte dus gelijk zijn aan 6 en 4. De oppervlakte van
een rechthoekje is dan 6 x 4 = 24 en de oppervlakte van rechthoek ABCD is vijfmaal zo groot, dus
5x24=120.
Dus C is het goede antwoord.

o Voor de sommen van tweetallen zienwe date +ta<c+d<at+tb<b+c<d+e.
Elke som van vier getallen kun je krijgen door twee van deze tweetallen op te tellen. Zo is
bijvoorbeeld a + b + ¢ + e gelijk aan (e + a) + (b + ¢). Van alle viertallen heeft het viertal ¢; ¢; &; e
de kleinste som, wanta + ¢ +d +e=(e+a)+ (¢ + d) is de som van de twee kleinste tweetallen.
Het overgebleven getal, namelijk b, is dus het grootst van de vijf. Immers, het grootste getal is het
getal waarvoor de overige vier getallen de kleinste som hebben.
Dus B is het goede antwoord.

o De volgorde waarin lampjes worden ingedrukt maakt niet uit voor het eindresultaat.
Door de drie lampjes in de bovenste rij in te drukken veranderen alle lampjes van aan naar wit.
De lampjes in de bovenste rij veranderen namelijk driemaal van toestand en de overige lampjes
precies éenmaal.
Het is niet mogelijk alle lampjes wit te krijgen door twee (of minder) lampjes in te drukken.
Immers, er zal dan een lampje zijn dat niet in dezelfde rij of kolom staat als een van de ingedrukte
lampjes. Dit lampje zal dus aan blijven.
Dus A is het goede antwoord.

e We mogen voor het gemak wel aannemen dat er 20 dozen zijn; dat maakt voor de verhoudingen niet

uit. Van de 20 dozen zijn er dus 5 leeg. Van de 5 dozen die worden geopend blijkt een vijfde niet
leeg te zijn, precies 1 doos. Omdat er 4 geopende dozen leeg zijn, blijft er nog precies 1 lege doos
over onder de 15 ongeopende dozen.

Dus C is het goede antwoord.

G We verdelen de zeshoek in zes gelijkzijdige drichoekjes en de driehoek in vier
gelijkzijdige driehoekjes zoals in de figuur. Omdat de zeshoek en de drichoek
gelijke omtrek hebben, zijn de zijden van de driehoek tweemaal zo lang als die
van de zeshoek. De driechoekjes in deze verdelingen zijn dus even groot. De
verhouding tussen de oppervlaktes is daarom 6: 4 ofwel 3 : 2.

Dus D is het goede antwoord.
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@ We bekijken de laatste vier cijfers van de machten van 5:

51 = 0005

52 = 0025

5 = 0125

54 = 0625

5 = 3125

56 = 15625
57 = 78125
5% = 390625

Bij het berekenen van de laatste vier cijfers van een macht van 5, is het voldoende om de laatste vier
cijfers van de vorige macht van 5 te weten.

Zo zijn de laatste vier cijfers van 5% = 390625 en van 5% = 0625 gelijk, namelijk 3125.

Omdat de laatste vier cijfers van 5* en 5% gelijk zijn, zullen de laatste vier cijfers van de machten van
5 zich vanaf daar elke vier stappen herhalen.

De laatste vier cijfers van 5213 zijn dus gelijk aan die van 5% en van 595, enzovoorts tot en met
die van 5° = 3125. De laatste vier cijfers zijn dus 3125.

Dus C is het goede antwoord.

Bladzijde 231

© Omdat elk van de twintig leerlingen een ander aantal vragen goed had, werd in totaal minstens
0+ 1+2+...+19=190 keer een vraag goed beantwoord. Aangezien elke vraag hoogstens
driemaal goed werd beantwoord, waren er minstens '3” = 63} vragen en dus ook minstens 64.
Een situatie met 64 vragen is ook daadwerkelijk mogelijk. Laat de twintig leerlingen
achtereenvolgens 0 tot en met 19 vragen goed hebben. We verdelen de leerlingen in drie groepen:
I bestaat uit de leerlingen met 0, 1, 2, 3.4, 17, 18 of 19 vragen goed,
II bestaat uit de leerlingen met 5, 6, 7, 14, 15 of 16 vragen goed en
[1I bestaat uit de leerlingen met 8, 9, 10, 11, 12 of 13 vragen goed.
Voor elk van de drie groepen is het totale aantal juist beantwoorde vragen niet meer dat 64.
Voor elke groep kunnen we het dus z6 kiezen dat de juist beantwoorde vragen van die leerlingen
allemaal verschillend zijn. Zo wordt elke vraag door hoogstens drie leerlingen goed beantwoord.
Dus B is het goede antwoord.

B-vragen

o We bekijken alleen getallen met de even cijfers 2, 4 en 8. Als zo’n getal eindigt op cijfer 4 of 8, dan
is het getal een veelvoud van 20 plus 4 of § en dus deelbaar door 4. Als zo’n getal eindigt op cijfer 2,
dan is het een veelvoud van 20 plus 2 en dus niet deelbaar door 4. Het laatste cijfer moet dus een 2
zijn. De overgebleven cijfers kunnen we van laag naar hoog sorteren. We vinden dan 244 882.

o Driehoeken ADF, BDA en BAF zijn gelijkvormig (hh). Daarom geldt ° ¢
F
b_|BA| _|AF| _ |BFI Oftewel bY_ |4F| |BF| _|BF| _9
a |DA| |DF| |AF| a |DF| |AF| |DF| 4 &
Dus vinden we 2 - 1
a 2
A E B

€ De tijd die Fred erover doet om van de middelste naar de laatste halte te
fietsen en daarna naar de middelste halte terug te rennen, is gelijk aan de
tijd die het hem kost om van de middelste halte naar de eerste halte te fietsen plus de tijd die hij
nodig heeft om van de middelste naar de laatste halte te rennen. Immers, de afstanden tot de twee
haltes zijn gelijk.
Gegeven is dat dit precies gelijk is aan de tijd die de bus nodig heeft om naar de eerste halte te rijden
plus de tijd om naar de laatste halte te rijden. Dit is samen precies gelijk aan tweemaal de tijd die de
bus nodig heeft om naar de middelste halte te rijden: 2 x 15 = 30 minuten.

0 De combinatie “2013” komt 13 keer voor als onderdeel van een van de volgende getallen: 2013,
12013, 22013 en 20130 t/m 20139. Daarnaast komt *2013” ook voor als eind van een getal gevolgd
door het begin van het volgende getal. De verschillende mogelijke splitsingen zijn:
2|013 komt niet voor, want geen getal begint met een 0’.

20/13 komt 11 keer voor: 1320]1321 en 13020/13021 t/m 13920[13921.

201|3 komt slechts 1 keer voor: 3201|3202, want we noteren geen getallen groter dan 30000.
Het is makkelijk na te gaan dat “2013" niet voorkomt als combinatie van dric opeenvolgende
getallen. In totaal komt “2013” dus 13 + 11 + 1 = 25 keer in de cijferrij voor.
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o Stel dat we het veld B2 zwart kleuren. Dan mogen de 8 velden eromheen niet meer zwart gekleurd worden: de velden
boven, onder, links en rechts van B2 staan namelijk in dezelfde kolom of rij als B2, en de andere vier velden raken
diagonaal aan B2. Zo blijven alleen rij 4 en kolom D over en in elk mogen we maar één vakje zwart kleuren. In totaal
kunnen dan niet meer dan 3 vakjes zwart worden gekleurd. We concluderen dat B2 niet zwart gekleurd mag worden.
Op dezelfde manier kunnen we afieiden dat de velden B3, C2 en C3 niet zwart gekleurd mogen worden. In rij 2
kunnen we dus alleen A2 of D2 zwart kleuren. Als we A2 zwart kleuren, dan moeten we in rij 3 wel D3 zwart kleuren,
want A3 staat in dezelfde kolom als A2. Voor rijen | en 4 is het dan alleen nog mogelijk om C1 en B4 zwart te
kleuren. Dit geeft één oplossing. Als we in plaats van A2 vakje D2 zwart kleuren, vinden we de oplossing waarin D2,
A3, Bl en C4 zwart gekleurd worden. In totaal zijn er dus 2 manieren om de zwart te kleuren hokjes te kiezen.
Dus B is het goede antwoord.

© Uit de gegevens leiden we af dat 2 -7 = van de karpers gele vrouwtjes zijn.
Omdat de helft van de karpers vrouwtjes zijn, vinden we ; — 5 = £ van de karpers rode vrouwtjes
zijn. Als we dan ten slotte gebruiken dat drie vijfde van de karpers rood is, vinden we 2 — 1 = van
de karpers rode mannetjes zijn.
Dus D is het goede antwoord.

5

o De reis waarin de kikker achtereenvolgens de velden 3, 6, 1, 4, 7, 2 en 5 bezoekt (of juist in
omgekeerde volgorde) laat zien dat velden 3 en 5 mogelijke beginvelden zijn van een reis.
We zullen zien dat dit ook de enige mogelijke beginvelden zijn.
We noemen twee velden buren als de kikker van het ene veld naar het andere kan springen (en dus
ook van de ander naar de een). Elke tussenstop in de reis van de kikker is dus een veld met minstens
twee buren: het veld waar hij vandaan komt en het veld waar hij naartoe gaat.
Omdat de velden 3 en 5 slechts één buur hebben (veld 6 respectievelijk veld 2), moeten dit wel het
beginpunt en eindpunt zijn van zijn reis. De andere velden kunnen dan alleen nog tussenstops zijn.
Dus C is het goede antwoord.

Bladzijde 233
o We bekijken de bovenrand van de papieren ring. Deze rand heeft lengte 4 = 4 = 16.
In de opgevouwen figuur volgt de bovenrand de rechthoek EFGH.
Omdat |4E| = |BF| = |CG| = |DH| = 1, zien we dat |4B| + |[FG| + |CD| + |[EH) = 16 — 4 = 12.
Deze vier lengtes zijn gelijk aan de lengte van de zijden van het vierkant ABCD. De zijden van het
vierkant hebben dus lengte 12 = 3.
Dus B is het goede antwoord.

E: H

1
'

F G

6 Noem het aantal deelnemers #. Het aantal deelnemers dat voor Dion finishte, is 5(n — 1) (de helft
van alle deelnemers behalve Dion). Het aantal deelnemers dat voor Jaap finishte, is i(n =1¥
Omdat er tussen Dion en Jaap precies 10 deelnemers finishten, volgt dat %(n === %(rr — 1) gelijk is
aan 11 (Dion zelf en de 10 deelnemers tussen Dion en Jaap). Er volgt dat 41(;1 = 1)=11, dus
n=4x11+1=45. Het aantal declnemers was dus 45.
Dus E is het goede antwoord.
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@ We kieuren eerst de twee aangegeven tegels onderaan met twee Y :
verschillende kleuren. Dat kan op zes manieren: drie mogelijkheden E L
voor de eerste tegel en dan voor elke keuze twee mogelijkheden [ Il
voor de tweede tegel. In de figuur zijn de kleuren rood (r) en
groen (g) gekozen.

Nu de eerste twee tegels zijn gekleurd. liggen de kleuren van de

meeste tegels vast. De tegel met nummer 1 kan enkel nog blauw 4
zijn. Vervolgens moet tegel 2 wel rood zijn en dan moet tegel 3 wel

blauw zijn. Zodoende liggen de kleuren van alle andere tegels vast,

behalve van de twee tegels helemaal rechts (wit in de figuur).

Voor deze laatste twee tegels zijn er drie mogelijke kleuringen. De bovenste en
onderste tegel worden of groen en rood, of blauw en rood, of blauw en groen.
Voor elk van de zes toegestane kleuringen van de eerste twee tegels zijn er zo precies drie manieren
om de kleuring af te maken. In totaal zijn er dus 6 x 3 = 18 mogelijke kleuringen.

Dus D is het goede antwoord.

@ Merk op dat hoek AMB gestrekt is. Er geldt dus dat ZAMD + ZDMC + £ CMB = 180°. Merk op dat
ZCMB = # MDA omdat drichoeken AMD en BMC gelijk zijn (drie dezelfde zijden). Dus geldt dat
ZDMC = 180° — LAMD — Z MDA = £ DAM, want de drie hoeken van drichock AMD zijn samen
180 graden. De drichoeken DMC en DAM zijn dus twee gelijkbenige driechoeken met dezelfde
tophoek. Ze zijn daarom aan elkaar gelijk op een vergrotingsfactor na. Dat wil zeggen dat

|cp| ||
|pMm|  |4aD|

Dus C is het goede antwoord.

De lengte van CD is dus gelijk aan § G,

Bladzijde 234
e Vanaf het genoemde punt kunnen we in dezelfde tijd 42% van de afstand stroomopwaarts varen en
58% van de afstand stroomafwaarts. Dat betekent dat de boot 35 keer zo snel gaat met de stroom
25 +v _ 5K

25-v

mee als tegen de stroom in. Noemen we de stroomsnelheid v, dan vinden we dus dat

Dit geeft 58 - (25 — v) =42 (25 + v) ofwel 1450 — 58v = 1050 + 42v.
We vinden dat 400 = 100v ofwel v=4.
Dus B is het goede antwoord.

B-vragen
€ Dc zes rechthocken hebben gelijke oppervlakte. De rechthocken ¢ en
d zijn tweemaal zo hoog als rechthoek & en dus tweemaal zo smal.
Zij hebben dus breedte % Rechthoek e heeft dan breedte 5 B
2+ 3 +5=10 en is daarom half zo hoog als rechthoek a. Maar dan is
rechthoek fprecies 3 maal zo hoog als rechthoek a en heeft dan

breedte g =2,

2
Het hele vierkant heeft daarom zijden van lengte 5 + % + % +2=12. e
Omdat het vierkant 3 maal zo hoog is als rechthoek a, volgt dat de hoogte van

12 _ 5

rechthoek a gelijk is aan |BC| = 3

(]

e Er is één rijtje met enkel peren. Nu tellen we de rijtjes met minstens één appel.
In zo’n rijtje moeten alle appels direct achter elkaar staan, want tussen twee appels mag nooit een
peer staan. Willen we bijvoorbeeld 8 appels kiezen, dan kunnen die op posities 1 t/m 8, op posities 2
t/m 9, of op posities 3 t/m 10 staan, drie mogelijkheden in totaal. Op deze manier vinden we voor
10 appels 1 rijtje. voor 9 appels 2 rijtjes, voor & appels 3 rijtjes, en zo door tot en met | appel
waarvoor er 10 rijtjes zijn. In totaal vinden we dus 1 +2 +3 + ... + 10 = 55 rijtjes met minstens één
appel. Het totaal aantal rijtjes is daarom 55 + 1 = 56.
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€ Een goede strategie is om eerst kleine voorbeelden te bekijken. Zo vinden we achtereenvolgens

9x4 40 -4 36
99 = 44 4400 — 44 4356
999 x 444 444000 — 444 443556
9999 x 4444 44440000 — 4444 44435556

Het patroon zal duidelijk zijn.

Om de vraag te beantwoorden merken we op dat 999...99 = 1000...00 — 1, waarbij het eerste getal
2014 nullen heeft. Het product is daarom gelijk aan

444...44000...00—444...44=444 . 443 555...556.

[ ——

2014 vieren 2014 nullen 2014 vieren 2013 vieren 2013 vijven

Als we de cijfers hiervan optellen, krijgen we 2013-4 +3 +2013-5+6=2013-9+9=18126.

e We laten eerst zien dat elke mooie tabel een score van minstens 3
heeft. Bekijk zo'n tabel en noem het getal precies in het midden «. De 414 8 4 0
vijf getallen in de middelste rij hebben a als gemiddelde en zijn niet 4 4 3 4 0
allemaal gelijk aan a. Minstens een van deze vijf getallen moet dus
kleiner zijn dan a. Op dezelfde manier moet (minstens) een van de vijf 3 |3 0 3 -9
getallen in de middelste kolom kleiner zijn dan a. zeg getal 5. Omdat b 4 4 3 4 0
het gemiddelde is van de getallen in zijn rij. is een van de vijf getallen
in deze rij kleiner dan b en dus ook kleiner dan a. We hebben nu drie getallen 0|0 90| -36

gevonden op verschillende plekken in de tabel, die elk kleiner zijn dan het getal

precies in het midden. De score is dus minstens 3.

In de figuur aan de rechterkant zie je dat er een mooie tabel bestaat met score 3. Een score van 3 is
dus de laagst mogelijke score.
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Gemengde opgaven

9 Exponentiéle en logaritmische functies

Bladzijde 235
o a x+4>0geeftx>-4,dusD,= {—4,—)) en de verticale asymptoot is de lijn x = 4.
x—1>0geeftx> 1,dusD, = (l—>> en de verticale asymptoot is de lijnx = 1.
b y

x=-4 e
¢ Voerin y, =2+ 3log(x +4)en p, =3+ log(x — 1).
Intersect geeft x = 2,652. ..
J(x)= g(x)geeft-1 <x<2,65
d f(x)=5geeft 2+ log(x+4)=5

Jog(x +4)=3
x+4=27
x=23
Y
| f
] —_— .5
1 |
1 |
1 |
1 |
I |
i |
i |
i |
: I
: l ,
:' 0 23

x=-4
Ffix)<5Sgeeft-4<x<23
e AB=g(6)—f(6)=1226...
Dus AB~123.
f f(x)=2geeft 2+ ’log(x+4)=2
Nlog(x +4)=0

x+t4=1
x=-3

Dus P(-3, 2).

g(x)=2 geeft 3+ 2log(x—1)=2
Zlog(x — 1) =-1
x—1=3
x=13

Dus Q(1%,2).

PO=1;--3=4;
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(2 I

A=30-3%"2
30-3%+2 =4
34.r+2:3|_0A

4t +2 = Ylog(54)
4t=-2 + 3log(+54)
t=-3 +1 - log(hA)
y=2+3-56-4
243 56r 4=y
3.56.'<—4=y_2
56&'—4:%},_%
6x—4=log(ly-12)

=4+ og(ly-3)
2
3

2 -3log(2x — 3) +ilog(2x + 1) =2
Slog(2x —3)* = 3log(2x + 1) =2

(2x—3)?
Hogl | =2
Dg( 2x+ 1 )
(2x—3}2_32
2x+1

(2x—3)>=9(2x+ 1)

A —12x+9=18x+9

4x? - 30x =0
4x(x-71) =0

x=0 v =x= 7%_
vold. niet vold.
Slog(2x + 1) = *log(25)

Ylog(2x + 1) *log(25)

*log(8) “log(4)
log(2x + 1) _ ’log(25)

3 2

log(2x + 1) = 11 - og(5?)
2log(2x + 1) = 2log(5%)

2x+1=53
2x =124
x=062
vold.

9F=3¥42

(Y =3"+2
(Fr=+2

Stel 3* =u.
w=u+2
wW=-u=-2=0
(u+Du—2)=0
u=-lvu=2
T=-] v 3*=2
geen opl. x ="log(2)
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¢ g=6-107"°
6-10r *6=¢
lOITJn”‘=J7‘q
10
- +6=log(iq)
P
10

B ot log(54)
p(-6+log(5q)) =10

s 10
-6 +log(4q)
K=20-32"1
20-3%- 1=K
321 =2]_:'IK
g =LK
3L =3k
(39 =5%K

9= 3K
t= °]0g(f—0K]

Slog’(x +2)=6"Slog(x +2)+7
SlogX(x +2)— 6+ Slog(x +2)—7=0

Stel*log(x + 2) = .
w—=6u—7=0
U+ 1) ue—7=0
u==1sy=7

loglx+2)=-1v’log(x+2)="7
x+2=5lyx+2=57
x=—2+% V=5t—2

¥=-15vx=78123
vold. vold.
4log(r) = 23 + logix)
(22)logtxl - 23 + log(x)
22 logl(x) — 23 + logix)
2log(x) =3 + log(x)
log(x)=3

x=1000

vold.

log(x) + 1 = 25 log(x)
Stel log(x) = wu.
w+1=2u

W —2u+1=0

(u=3)u=2)=0

u :% vu=2
log(x) =3 v log(x) =2
x=10 vx =102
x=+/10 v x =100
vold. vold.
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e¥ ’ f In*(x—2)=4

-0 In(x—2)=2 v In(x—2)=-2
ef=2e*—2) x—2=evx=—2=g?
= 5 s
fc,\-fi; ! X=2+ezvx=2+é
e*=4 g 3221 4]1=5.2¢
x=In(4) 3.2%.241=5.2
i 6-2%+1=5.2%
g e 6- (2P =-5:2"+1=0
4 pm Stel 27 = u,
3)::_2_,_\% 6 —5u+1=0
x=—2+lI/JE D=(-5)?-4-6-1=1
3 3 i
e In(4x) —In(x+4)=1 i FR g W
. 12 - 12 2
In(x+4)=] W=1v2=;
4x ot x=llog{%)vx:—l
x+1 5 o
h “-.2.1|l:4x.23.1|[
=ex+
i g x=0 v 251 =425
(:“e;=4e x=0v2--.r+1=22.2--3,r+1
" x=0v 2t =233
x24_e x=0v-x+1=-3x+3

x=0wv2x=2
x=0vx=1

O 2 g, = 1.096 geef 1,0967 = 2,dus T'= "*log(2) = 7.56...
De verdubbelingstijd is 7 jaar en 0,56... x 12 = 7 maanden.
b g, =0.83 geeft0,837 =3, dus = *%log(3) =3,72...
De halveringstijd is 3,72...- 24 = 89 uren.
€ nama = 28eft g4, =25 = 1,0233...
De toename per dag is 2,3%.
d 8 3 dagen = %,dus Sdag = (]i)ﬁ =0,919...
0,919...7= 0,01 geeft 7 = *"1%-]og(0,01) = 55,1...
Dus na 55 dagen is nog 1% over.

Bladzijde 236
o a A Lijn door (0, 5000) en (10, 20000), dus g, = % =4.
gjaar = 40‘]
Dus N, () = 5000 - (4"")' = 5000 - 4%,
L 10000
B Lijn door (0, 80000) en (10, 10000), dus g;;, = 20000 0,128,

Bigar = 0,125%
Dus N,(7) = 80000 - (0,125%) = 80000 - 0,125%1".
Ng(f) =2+ N (1) geeft 80000 0,125% = 2 - 5000 - 4%/
80000 - 0,125%" = 10000 - 4%
8 g 0’1250.11 o 40.]r
Voer in y, = 8- 0,125% % en y, = 4%1%,
Intersect geeft x = 6.
Dus voor 1 =6 is Ng(f) =2 N (1)
b N(t) = N,(t) + Ny(t) = 5000 - 4% + 80000 - 0,125%!"
N'(t) = 5000 0,1-4%-In(4) + 80000 - 0,1 - 0,125%1- In(0,125) = 500 - 4% - In(4) + 8000 - 0,125%"- In(0,125)
Voer in y, = 500 - 4%+ In(4) + 8000 - 0,125%'* - In(0,125).
De optie Zero (T1) of ROOT (Casio) geeft x=9,169...
Dus op = 9,2 is het totale aantal minimaal.
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Q 2 f()=xe"geeftfi(x)=2x-e" ' +x2-e" ' = (x2+ 2x)e* !
b g(x)=In?(x) + In(x?) = (In(x))* + In(x?) geeft

i-2x= 21n(x) i 2 _ 2In(x) +2

x % x x

1

1
g'(x) =2ln(x) - =+
32— 2

h(x) = 2log(x* —x?) geeft H(x) = —————— (B>~ 2x)= ————5———
e T R A R TG
1 1 1 1
d j() = In(In(2x)) geeft j(x) = ——[In(20)] = A
J(x) = In(In(2x)) geeft j'(x) In(20) [In(2x)] @0 x - 2IED
e a y=2e'
¢ translatic (3. 0)
y=2e3 i
Br geldt y=26""%=2¢%-&3=—"+2¢"

e

Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met % levert dezelfde beeldfiguur op.
b y=In(2x) ¢
'L verm. y-as, 3

y=In(2-3x) = In(3x)
Er geldt In(3x) = In(4 - 2x) = In(3) + In(2x) = In(2x) + In(2).
Dus de translatie (0, ln(% )) levert dezelfde beeldfiguur op.

© 2 /0)=(2-29e 1 geeft f(X)=(2x—2)- " + (A2 —2x0)- e " = (xT— 2)e* !
f'(x) =0 geeft x> —2)e**' =0

x2=2=0

x2=2

x=y2 wx==2

¥
f

|

| B

! X
3 O

Dusx=—\ﬁenx= 2.
b f(x)=0geeft (x*—2x)e* "' =0
X2 =2x=0
x(x—2)=0
x=0vx=2
Dus A(2, 0) en f'(2)=(22—2)e2*1=2¢}

y=263x+b}

AssEugaay [2F < tb=U

b=-4¢

Dus raaklijn: y =2¢%x —4¢?.

Snijpunt met de y-as is B(0,-4¢").
O(AABC)=3-04-0B=3-2-4¢* =4¢’

& Noordhoff Uitgevers by
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¢ fi(x)=(2—2)e" " geeft £7(x) = 2xe* T 4+ (32— 2)er T = (x2 + 2x — 2)e* 7!
£(x) =0 geeft (x2+2x —2)ex 1 =0

2+2x-2=0
D=21—4-1--2=12
24243 -2-23
X=——F  NX=———
2 2
.r=l+\.'f§vx=]—\f§

Dusx=1+y3enx=1—.3.

d P is het snijpunt van de grafiek van f'en de lijn x + y = 1.
Voer in y, = (x*—2x)e* “'en y,=10—x.
Intersect geeft x = 2,155... en y = 7.844...

pusasd = o gy
“TxT2ass.. T
1
. x4-——(2+4In(x))-1
, 2+ 4In(x) " 4-2-4In(x) 2-4In(x)
(103} Jx) == geeft f,'(x) = : == : = =
A X X
f1'(x)=0 geeft 2 —4In(x)=0
~4In(x)=-2
In(x) =5
x=xil=\fr5
¥
| Is
I
|
I
' X
0 e

2+4-1 4 -

ﬁ;(v@)=W=g=dUStﬂp(vesg)-
1

9+l Xx-p-——(2+pln(x))-1

b 0 =2 geett 19 - —

1, () =0geeft p—2—pln(x)=0

_p—2-phx)
x? B x?

-pln(x)=-p+2
p—2
In(x) =——
( P
x=e7
y
To
0 X
2+pp;
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24p="2
B, = (e, p] geeft T

e

p=pe’ e

p=0 vi=e™
-2
vold. miet £—=—¢
P
p=2

Bladzijde 237

[ 1
@ a f(x)=g(x) geeft In(4x) =1In ( I—)

1
4):—;

4x? =

a

3 ek | =

X=-; Vv X= %
vold. niet vold.

F(5) =In(2)geeft 4(3,In(2))
9= n(4) geeft 709 = en ) = In( ) = InGa) = -In(a) gsefie () =

Stel y=ax+ bmeta=/'(1) =2.

y=2x+b } |
2-L+bh=n2
door A(L,1n(2)) : fln(z) _n]( )

v=2x+1n(2) — 1 snijdt de y-as in (0, In(2) — 1).

Stel y = ax + b met a=g’(%) =-2

y=ameb 1adehs
-2+ bhb=1In(2
door 4(3,1n(2)) b:fn(z)ﬂn( )

y=-2x+1n(2) + 1 snijdt de y-as in (0, In(2) + 1).
De lengte van het gevraagde lijnstuk is In(2) + 1 — (In(2) — 1) =2.
b Stel x,=p.

1
PS=g(p)= ]n(;)

- - = = l
PORS is een vierkant, dus PQ = PS = ln(P) } ¥g=P¥ ]n(i;)

Xp=p

o=y il st 08=/o s ) tnfp -l ))) < )

PORS is een vierkant, dus PS= OR

-l on( )

1
=4p +4In| —
p+anf,)

D

Voer in y, = % eny,=4x + 4}n(%).

Intersect geeft x = 0,1065...
Dus xp = 0,107.
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10 Meetkunde met vectoren

D

—— - b 5 -5 3

B =0 —F = _ (xY _ (2 3
‘ (6) (2) (6+2) (8) *-(},)—(3)”-(8)

doorA(2,3)

Ro=-3=(3)-(5)-(53) (5 pesitu=(3)

faz T7\-2) 3) T 23 T \s PO ET 5 )

AB:5x+3y=¢c]| .. e

door A(2,3) }C'S dtya=n

5x+3y=19 . N _

pusli, 0 }5 77+3--122=19

19=19
Dit klopt, dus D ligt op AB.

s 1)) () () meoi
lijnstuk AC() () (2)met0<)<l
)

Ook kan lijnstuk AC" ( ) ] ( )met 0=4<3.

LX) pt3i=8
C{S,ﬁ)npdchjn( )—( ( )geeﬂ{zerSf.-:ﬁ

]J

pt3i=8
gi=-16
p+3i=8
A=-2
A=-2invullen inp+3i=8geeft p+3--2=8
p—6=8
p=14
Dus voor p = 14,
Stel k&:y =ax + b.
y=ax+b
* atb=6
door B(1,6) S
Dusk:y=ax+6—agofwelkzax—v+6—a=0.
dld F=5 ft|-3a—4+15—a‘_
( s )— gec \faz+] =
-4a+2| =2y +1

(-da + 202 =4(a? + 1)
166> — 16a+4=4a>+4

1242 — 16a =0
4a(3a—4)=0
a= Ova*l'

a=0geeftk:y, =6ena=13 gee[‘lk 13x —y+6 — 13 = 0ofwel ky: 4x — 3y + 14 =0.

Stel AB:_}’=ax+bmeta=H=% L
y=3x+b _
door A(-3, 4)} ’1 44

Il |\_|I'— 1

i
— +b
b 5
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Dus AB: y=1x+ 5} ofwel }x —y+ 5} = Oen ditgeeft x — 2y =-11.
[ evenwijdig met AB geeft l:x -2y =c.

d(l, ABy =2./5

|c+]lI: 5
\,"]2+22 X
le+ 11| =/5:25

ctll=10vec+11=-10
e=-1 v é=-21
Dus/:x—2y=-len/l:x—2y=

o )-()40)-2)

Dus P(-3 + 44,4 + 22) op AB.

()Y

3c3+4n+4@d+20)-7|

d(P,m) =5 geeft

NeeEwe

-9+ 121+ 16 + 84— 7| = 525

1204 =25

201=25 v 204=-25

i=lpvi=-13

A=1)geeft (-3+4-15,4+2-11) = (2,6)

A=-1lgeeft(-3+4--11,4+2--
Dus de punten zijn (2,6)en (-8,

oa-i-a-()- ()
-

—
= o

AC

=l

) (5)

13)=(-8,1})
1)
12-10 2

cos(£(AB,AC)) =

Z(AB,AC) = 85.6°

GG

@ a Substitutievanx=-1+5lenyv=-1in3x+ 2y= 10 geeft 3(-1 +54) +2--A=10

\."% ! \."1’3_4 - \.@

-3+154-24=10
131=13

A=1

A=1lgeeftx=-1+5=4eny=-1. Dus het snijpunt is (4, -1).

5
b mJ.k,dusH’ =?1_=( )

=]
m: 5x—y:c} o gy
doorA(-1,3)
Dus m: 5x —y =-8.

¢ P(-1+54, ,)} |3¢-1+54)+2--2— 10|
d(P, k) =13 JZ+ 2 =~/
|-3+154-22-10] —
— =\|'I_I_
J13
13- 13| =13
131-13=13 v 13— 13=-13
134=26 v 134=0
A=2vi=0
A=2geeftx=-1+5-2=9eny=-2

A=0geeft x=-leny=0

Dus de punten zijn (9,-2)en(-1,0).
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d 7= (_Sl)geeft?f& = (;)

x+5y=c L .
door{—l,O)}c_ Lpaeg=1
Dus fix + 5v=-1.

5+5-4+1 '
= |26 _ 5

V12 + 52 J26
Dus de vergelijking van de cirkel is: (x — 5)* + (y — 4)? = 26.

Bladzijde 238
@ a Stelky=3x+b.
Substitutie van = 3x + b in x> + 7 = 10 geeft x> + 3x + h)>* =10
x? +9x2 + 6bx + b* =10
10x2+ 6bx +h>—10=0
Raken, dus D =0.
(6b)2—4-10- (b2 - 10)=0
36H% — 406 +400=0
-4bh%* =-400
b2 =100
b=10 v b=-10
Dus k;: y=3x+ 10enk,: y=3x—10.
b Stel /:y=ax+b.

yv=ax+h
? da+b=2
door A(4,2) b= -dg+2

Dusly=ax—4a+2ofwelax—y—4a+2=0.
0-0—4a+2|
Jar+1
|-da+2| = y10@®+ 1)

(-4a+2¥=10(a*+1)
16a%> — 16a +4 = 10a* + 10

d(0,1) = 10 geeft =,/10

6a’—16a—6=10

3a’—8a—3=0

D=8 —-4-3--3=100

L8410 810,
6 6 a

Dus/;:y=3x—4-3+2 ofwel I;: y=3x—10en/l;: y=-1x—4--1 +2 ofwel I,; y=-1x+ 3L
¢ Noem de raakpunten P en Q.

10
sin(Z OBQ) = é = % geeft ZOBQ =5223...°

ZPBO=2-5223...°=10447...°
180° —104,47...°=75,52...°
Dus Z(m, m,) = 75,5°.

@ a C:x2+y2 —6x—4y=0
X —6x+y2—dy=0
G—3P-9+(—-2—-4=0
(x—3)2+(y-22=13
Het punt A(6, 4) ligt op de cirkel met middelpunt M(3, 2) en straal \/13.

De raaklijn & staat loodrecht op W= (6) - (3)= (3 ), dus ?‘f,\_ = (3 )

4 2 2 2
kidx+2p=e| . sl

door 4(6,4) }L 16T 2a=0

Dus k: 3x + 2y = 26.
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b Noem de raakpunten Pen Q.

10 10
ZMB > = ft ZOBQ =35,95...°
sin(£MBQ) = 1 = JB-37+(0-2¢ O 0
ZPBQ=2-3595...°=7191...°

Dus Z£(/,, 1)~ 71,9°.
¢ m evenwijdig met n: 3x + 2y = 10 geeft m:3x +2y=c.

Raken, dus d(M,m)=r
3-3+2:2—¢]|
[13-¢| =13
169 —26¢ + ¢* = 169
2 —26c=0
clc - 26) =
c=0ve=26

Dus m:3x + 2y = 0en my: 3x + 2y = 26.

=3

1 3
@ alxt3y= ldeeftﬁ;——“(3)enﬁ=(_l).

()G Lol

9
os(£Lk,l)= -

CIHGY Yo e

Z(k,1)=379°

-2 3
b ?’,\_2(3)geeﬂ?ﬂ=(2)

3x+2y=c
=3:]1+2:2=
door(1,2) }C el rdeasy

Dus k:3x + 2y =1T7.

x=2t— 6eny=-5¢+ 4 substitueren in 3x + 2y =7 geeft 3(2r— 6) + 2(-5t +4)=7
6t— 18— 10t +8=7
-41=17
t=-4;

t=-4}geeftx=2--4; —6=-14ieny=-5--4; +4=25].

Dus het snijpunt is (-14%,251).

. x -6 2
c m:x=2r—6x\y=—5r+4geeﬁm:( )=( )+r( 5)
y 2

2
n loodrecht op m geeft n, = ?-’m = ( )

5
n2x—5y=c

I— } n2x—5y=90

a pllduspdr—g=Fl . s . o

door A(6, 8) }“3 9—=g=10

Dus p:3x—y=10.

x=1-—24den y=2+ 34 substitueren in 3x —y =10 geeft 3(1 —21)—(2+34) =10
3-64-2-31=10
-9.=9
A=-1

A=-lgeeftx=1-2--1=3eny=2+3--1=-1

Dus het snijpunt is (3, - 1).
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18] Bren een assenstelsel aan met de oorsprong in A, noem B het punt (1, 0) en noem C(p, ¢).

<)
rese-()

-9 )40 ()

Dus de plaats van M is onafthankelijk van de plaats van C.
0 a -a
@aAD d—a—(d)—( )_(d)
—) +A
2= 74P (g)+ () (24)
a d d—a
A AD+AD +
C £ (d) (a) (d-i—re)
peaat=(5)(2la)- (22
a—d

13— bk —

P(]{}—l)geeﬂ{2 jj:'_?
3¢ =9
“fj__l}s—d:t
a=a=" g—q

Dusa=3end=4.

b x+p=8 B

P(a +d,a— d)}2a~+cg’+a d=06
a=2

~ L (4+d —s_(d—2)
a ZgCCﬁp_(Q-d)anC_ 4+

o o o= [A+d\  (d-2\ [2d+2
=5 +40=(, o)+ (722)= (4 )
g=p+AC=\y_ )\ a+2 4

p=1x2 } i
Lt 5(2d + 2)=4
0(2d+2,4) (2d+27=38

2d+2=22 v 2d+2=-22

d+1=\2vd+1=-\2

d=-1+\2vd=-1-\2

vold. vold. niet
Dusd=-1++/2.

Bladzijde 239

005 ()
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el et

=~ pPtyq P—q 2q
J=[-j= - =
T \g-ptc)] \p+t -2pt+e

Dus H(ic,"];a_),

q
e, -0
ptq 2q p+3q

d p=ic en g = —;a geeft

Dus O(JLMF) = JI

Bladzijde 240

x(N=0>—4
@a {y(z]:z“—4t3+4;—

|
30

[ 29 | _[2e frJL2 = (-la)2 + (Le)? =
29 8 = —%c+c = | gee =\—50a 5C) =54

— 1 H
BH = (p): (“Ec )geeﬁ BH = (Lef + (la)f = L2+ La?
a

1

a

2

+

1
4

c

=la2+1c2=a(Lta?+Lc?)=4-BH?=4- O(BHJD).

16

, geeft

x(O)=2t—4
V(1) =46 — 1262 + 8¢

evenwijdig aan de x-as als y' () =0Ax'() 20

4P - 122 +81=0A2t—4 #0
A -3t+2)=0n2t+4
4(r—1)(t—2)=0nA1%2
(t=0vi=1vi=2)At#2
t=0wvzr=1

t = 0 geeft het punt (0, 0).

t =1 geefthet punt (

-3, 1)

Dus evenwijdig met de x-as in de punten (0, 0) en (-3, 1).

evenwijdig aan de y

Dus geen punten waarin de raaklijn evenwijdig is met de y-as.

b Naar links betekent

-asals x () =0Ay(0) #0
1=2At#F0At#EF1At#£2
vold. niet

x'(6)<0
2-4<0
2A<4
t<2

y()=0geeftt=0vit=1 v =2, zie vraag a.

& Noordhoff Uitgevers by
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y()

X
o 1\/2

Omhoog betekent v'(f) > 0.

vi)>0geeft 0<t<1lwvi>2

X(N<0Ap'()>0

t<2a(0<t<1lvit>2)

0<t<1

Dus naar links en omhoog voor 0 < ¢ < .
¢ x=-3geeft—4t=-3

£-4t+3=0
(t—1)r—3)=0
t=1wvit=3

t =1 geeft het punt (-3, 1), dus voldoet niet.
t =3 geeft het punt (-3, 9), dus voldoet.

| V()| = J(2r— 42+ (48 — 127 + 81)? geeft
v@)| =v(2-3-4)y+(4-37-12-3°+8:3)" =4 + ~ 108 + 24)? = V580 = 21/ 145
Y3 (2:3=42+(4-33=12:32+8-3)>= V4 + (108 — 108 + 24)> = /580 = 2/145

d Voer in y, = /(2x — 4)% + (4x7 — 12x2 + 8x)%
De optie minimum geeftx=2eny =10
De minimale baansnelheid is 0 voor £ = 2.
x'(t)=2t—4 x"(H=2
¥ {y'(r) — 45— 120 + 3 B { U6 = 1282 — 24+ 8
De versnelling is evenwijdig aan de lijn y = x als y"(¢) = x"(1)
122 - 24t +8=2
12£2 - 24t +6=10
28 -4t+1=0
D=(-47?-4-2-1=8
4-2\2 4422
t= vit=
4 4
t=1 _%\EV !=]+%\."l§

@ a y=0geeft?—1=0

t=1vi=-1

t =1 geeft het punt (0, 0).

t =-1 geeft het punt (6, 0).

Dus snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (6, 0).

x=0geeft-£*+32-2t=0
-{(t*—3t+2)=0
~H(t—1)(t—2)=0
(=0vit=1lwvit=2

t =0 geeft het punt (0, -1).

t =1 geeft het punt (0, 0).

t =2 geeft het punt (0, 3).

Dus snijpunten met de y-as zijn (0, -1), (0, 0) en (0, 3).
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b p'(f)=0geeft 2t =0, dus t=0.
x'()=0geef-32+6:—2=0
D=62-4--3:--2=12

-6—2.3 ~6+2\3
L= v I=

f=1+3Bvi=1-13
Dus raaklijn evenwijdig met de x-as of met de y-as voor t =0 v t=1+1\/3 v r=1-13.
(t 1
¢ Evenwijdig aan de lijn y = 2x + 3 geeft (x'( )) L ( )
v 2
2-x'0)=1-y'(0)
20-317+61—2)=2¢t
-62 + 12t —4 =2¢

-6+ 10t —=4=0

3 -5t+2=0

D=(-52-4-3-2=1

P B SO bl
6 6

t=2geefix=-Feny=-]
i=1lgeefix=0eny=20
Dus de punten zijn (“a—?,"g} en (0,0).
d y() =8 geeft—1=8
£=9
(=3vi=-3
t =3 geeft het punt (-6, 8).
t = -3 geeft het punt (60, 8).
Dus 1= 3.
x'(3)=-3:3*+6:3-2=-11eny'(3)=2:3=6
De baansnelheid is |¥(3)| = (-11)* + 6% = J157.

x()=-32+6t—2 x"(f)=-6t+06
¢ {y’(:)=2f "ﬁ{y"mﬂ
V=-%gteei’t£2—l=-f—1
21
=y
=i
t %geeﬁx=~§+3 $—2-§‘=—%
t=-3 geeft x=4 +3-;—2--3=1]

gl g 1 5L+
Dusr=%.nitgeeﬂv(5)=( g 2)=(‘;)3n3(%)=(6i 6]_(3)

()C)
1] \2 a2 2 11y 7

ab(%]= ( ) =V|7(:_1]2+]2= “—l_z\f,-’ﬁ_l v

1
4 \. 16
|
Dus de baanversnelling is 1 /17.

11 Integraalrekening
T(xIn(5x) — x) N

® a f(x)=Tlog(5x) geeft F(x)=7- In(10)

L ~ _
In(10) s(5x In(5x) — 5x) + ¢

b f(.r)=e%.\--1 geeft F(x) = vetrml fp=0eh-1 40

¢ f(x)=10In(2x — 4) geeft
F(x)= % A0((2x =) In2x -4y~ (2x 4D+ e=52x 4 In(2x —4) - 52x - 4) + ¢

d f(x)=2In(x — 3) geefi
F)=2(x—3)Inx—3)—x—-3)N+te=2x-3)Inx—3)-2(x—3) tec

r.J|—| —
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) ¥ —6xix+ 8 x* 6x2 8y
e If(x)=x—3=x—3— & +;—~r—ﬁx + 8x 2 geeft
F(x)= ZT__]él"‘%ll‘"C,_]2_1231;_§+C
f fx)= {x2+3}'—t4+6r2+9gccﬁF(x) I +23 +9x+c
g f(x)= 3sin(4x) geeft F(x) = -3 cos(4x) + ¢

h f(x)=>5cos(3x + in) geeft F(x) =sin(5x +in) +c

@ a f(x)=oxr+3=(6x+3) geeft Fx)=¢-2-(6x+3) 7 +c=J(6x+3)\/ox +3 +c

b f(x)=2xl—glgeeft!~’(x)= 10-in|2x—1|+c=5m|2x—1| +¢
1

=

¢ flx)=Cx—6)2geeft Fx)=1--1'Bx—6) ' +c=-13x—6)"' +te=-—+¢
; 3(3x - 6)
d f)=@x+5)" = geeft F(x) = LIn|2x+ 5| +¢
& foy=1053 geaft g =1:100 oy 10
: 8 2 n(10)  © 2In(10)
-1 8 | 4x o
f f(x)= = g2 geeft Fx) =+
SO = =5 o geelt FO) = 1@ " ny
Bladzijde 241
; x2+3
D a f0=3; 5 =3
»+3= 6%)(
2—-6ix+3=0
(x-Dx-6)=0
x=3vx=6
¥
\ ‘/y=3—
I l
| I
| I
| I
| 1
| I
| ]
| I
| I
| I
| }
| I
I l
o| 1 5
¥+3 ) ]l 6
o) = f(s' - ) f( —;—x——z)dx [ 3hx—a2 -1 ln(x)}

= 19;{ —9—-HinE)—- (1f -+ —12in(1)) = 10! — 11 In(6) — 1Z + 11 In(L) = 8L — 1L in(12)

\
\

e

b

I
|
x=1 x=3

3
]'j(x)dx ‘;3 dx = f(;x4 —) de=[la2+ 1) ln(x)J =20 + 11n@3) — (L + L in(1)) =2 + LLIn(3)
1 1
ff(.r)dx= % * O(rechthoek) geeft 2 + ]]E In(3) =5
| =2+ 1}In(3)
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D a f()=+x-3x+pgeelt [ '(x)=x2+2x -3
Stel de raaklijn is y = ax + bmeta = f,'(0) =-3.
y=-3x+bh
f({}} pdusdoor (0, p) }

Dus de raaklijnis y=-3x+p.
fx)=-3x+p geeﬁ%x3+x3-3x +p=-3x+p

%x"+x2=0

(x+3)=0

x=0vx=-3

4
fr
= o N ¥
0 0 0
0= [(f@ =3 tp)dr= [(3+6=3x+p+3x-p)dr= [ (3x +x)dx

=3 -3 -3

= [t + 52 =0- (-9)=2

b £'(x)=0 geeft x> +2x—3=0
(x—1)x+3)=0
x=1vx=-3

x,>0,dusx, = 1.
f(1)=0geeft; +1-3+p=0
p=15
Voer in y, = 3+4t e
De optie Zer0 (TI) of ROOT (Casio) geeftx=-5enx=1.
!

O(W)—ff (x)mir—f(‘—ﬁ+.~:2—3x+ 11)dr = [t + 4 = 12+ 1dx ]

= E - 1 (S s - 152+ 13 -5)

~Lara
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=t
b I, =31

pr o
pr
IZﬁfyldx: Irf(r2 —x%)dx Zn[rzx —Lx ]pr
';”— 'pr
- (=4 (pr?) -2 -~ §er)
= n(pr - _%p-‘;*”) +n(pri— %p-‘r‘) = rt(2pr3 — _%pjr-‘) =(2p— _%pﬂm‘-‘

=11, geeft (2p- -%pﬂm‘" = 2yr?

2p-ip* =1
Voer in y, =2x—2x*eny, =2,
Intersect geeft x = 0,347...
Dus p = 0,35.

28] y

/"’K -
N N

|0

<
n
w

X +y?=25

Substitutie van y =3 in x* + 37 = 25 geeft x> + 9 =25
x*=16
x=4vx=-4

Substitutic van y =4 in x? + 12 =25 geeft x> + 16 =25

2=9
x=3vx=-3
3

L) = Ifyzdx +n]42dx + xj“yﬁdr = n}?;zdx
3 3 -4

-4
_3 4

- nf{zs —x?)dx +a16x] + nf(zs —x?)dx - x[9x]*,
4 3

= n[25x = 1.3] * + n(48 — -48) + x[ 25x ~ 1»?] - n(36 —-36)
=n(-75+9)— n(-100 + %) + 96n + (100 — &) — n(75 - 9) — 72x
=-66m + 78%n + 96m + 7831 — 66m — T2n = 49in

D a fy(x) =0 geeft 3x* +4x=0

¥—12x=0
x(x*=12)=0
x=0vwx?=12

x=0vx=2y3vx=-2\3
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[#]]

-2,3 a 2

x=p
P
o) = [ (4 + ax)dx = [t +202 ] =-p*+ 22

0
O(V) = 111 geeft—5p* + 2p? = 11}
pt—24p>=-135
pt=24p2+135=0
Stel p2 = u.

u>—24u+135=0

(e—Nu—15)=0

u=9vu=15

pP=9v pr=15

p=3vp=-3vp=yI5vp=-15
0<p<2J3geeftp=3

3
b f(-g—x:‘+4x+a)dx= [—ll—zx“+2x2+axﬁ=—6%+ 18 +3a=3a+11%

0
|3+ 111 ] =5}
Ja+ 11t =5v3ag+ 115 =-5}
3a=-6 v 3a=-16!
a=-2 vaZ—Sé—
¥

~ G
&

v

a =-2 voldoet niet omdat de grafick van /, de x-as snijdt tussen x =0 enx = 3.
Dusa= —5%.
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@]
e et =g el\'z e
2x=1 -x=1 2x=-x
x=% x=-1 x=0

Verschuiven over de vector (0, -¢) geeft

0 g
I(L)= ?If(e'x —efdx+ Ef(b‘*l" —e)dx= ?ff{e_lr —2er i+ el)dx + nf(e“-‘ m2T e
i ) & I 1 &

- x’_—%c"l" F2e 5+ + oy L + ﬂ{.ql_c-ix — ekl 4 elﬂx]z

=a(-1+2e) —n(-le? +2e2— &) +n(ler -2 +1e?) —m(} —e)
- (3@ +3e ~Dn
Bladzijde 242
@ a S4km/uur=15m/s

Versnelling van de wielrenner constant a en beginsnelheid 15 geeft snelheid v, (1) = af + 15.
v () =at+ 15 geeft s (f)=1al + 15t + ¢

5J0=%m2+1ﬁ+c}sdn=%m2+lm

5,(0)=0
v (t)=0geeftar+ 15=0
at=-15
__15
=
15 15% 15
sw(—j):40 geeft %a-(—?) + 15 -—?=40
(o 25 25 _ 4
N o a
112; 225
a a0
1123 B
T a
1125
a=-——>=-228125

Dus de versnelling van de wielrenner is -2,8125 m/s?.

b a=-2.5,v,(0)= 15ens,(0) = 0 geeft v, (1) = -2,5¢ + 15 ens, () =-1,252 + 15¢
6 km/uur = 13 m/s
Voor de auto geldt v,(r) = 13.

v,() = 13 geefts, () = 12t + b } s(hj=1ie-40

5,(0) =40
volt) = v, (1)
-2,5¢t+15=12
-2,5t=-13}
t=5%

Y

5, (58) =-1,25- (5L +15- 51 = 442
5,(51) =135} +40 =488
Dus op het moment dat de wielrenner en de auto dezelfde snelheid hebben, rijdt de auto

485 — 443 = 45 meter voor de wielrenner.
De wielrenner kan dus op tijd stoppen.
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@ a

1
0<V>—jf(r)dx JGer+iear=[e~tex] =le-te' - (=) =de- 5

0

3 —x\2 l 2x A
b 1(L)=nf(f(x))2dx=uf(° "';' )dx=nf$dx
0 i} 0

C

flx)=

=n[fz(%e’“+2~r—%e‘z‘)]:ﬁ'an(%e”2—%6'2)—£n(%+0—% —fnct+ - 2

O forg = oo =

——— gty 4 . F=Qreg™ \/ gRE s
i T, b — + = _+ =
VI+ () \/1 ( 2 ) \/4 4 =

gt ettgt
(S55) =S

[ 1
omtrek = 1 + f(1) + f\jl + (S0 dx +f(0) =1 +Le +1e! + ff'(x)dr+1

I |
=2+, +—+3 —— =2+
© 2e i 2e ¢

f(x) = jx* geeft f'(x) =
£'(x) =1 geeft 1x = 1, dusx = 2 en raakpunt (2, 1).

y=x+bh
door(2,1) } & +bt- ]
Dus y=x— l.

4 8
=2 =4y geeft g'(x) = 8xF =
2x) =~ = ~4x geeft g'(x) 3

gllx)=1 gce{"ti =1
X

3
x=8
x =2, dus raakpunt (2,-1)
=x+b
door(2 -1) } 2 +b3 A
Dus y=x—3.

De raaklijnen snijden de y-as in (0, -1) en (0, -3). D¢ diagonaal van het vierkant is dus 2.

fla)=1a% dus C(a,}a?) en D(-a,1a?).

gla)= —i.}, dus B(a,—i?)en A(--a,—iz)_
as - a
= 2 4 13, 8
(ABCD)=2a- 4(1 =gt
a a r
Otvakdect boven degrafickvan /) =2+ [ (' ~4o2)ds =2 i~ '], =204~ o) =’

O(vlakdeel boven de grafick van ) = [O(ABCD) geeftia®=1- (:'!.:13 + %)
%33 = %a3 + %
' =
a*=48
a= {48
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Bladzijde 243
@ a flx)= L ¥lgeeft f'(x)=—=x?= _L?
52

X

J(x) = 4 geeft % =4

4
T =y . T
De optie fnlnt (TI) of f dx (Casio) geeft boog PO = f 1+ (?) dx = 6,300...

omtrek V=04 + AP+ boog PQ+ QC+ CO =4+ ;6,30{}... +i +4 = 14,80

4 4
b O(V)=ﬁ-4+fﬂx)dx=1+f';dx=1+[in(x)]‘j=1+1n(4)—1n(:;)=1+in(4)+1n(4)=1+2|n(4)

5

12 Goniometrische formules
€ a sin(x)cos(x) =}

%—sin(lr)=ﬁ
sin(2x) =%
x=ln+k2nv2x=3n+k2n
x=patk-nvx=gntkn

b cos(x—}m) =sin(2x)
cos(x — im) = cos(2x — Im)
x—iz=2x-ln+k-2nvx—la=-2+la+k-2n
x=—ga+k-2nv 3x_=§n+k-27t
x=%x+k-2r: vx:f—gn-i“k-%:t

e cos(x+im) =-sin(x)
cos{x + %TI.') = sin(x + )
cos{x =& %ﬂ) = cos(x =+ %x)
x+%n=x+£—ﬂ:+f’(-2n v.x+%rr=—x"%n+k-2n
geen opl. 2¥=—_§:rt +k-2n

x=-pn+km

d cos(2x) — sin?(x) =1
1 - 2sin’(x) — sit(x) =1
-3sin’(x) = -}
sin’(x) =1
sin(x) =1 v sin(x) = -}
x=in+k-2nvx=intk-2nvx=-tn+k-2nvx=1in+k-2n
Deze oplossingen kunnen (dit is niet verplicht) worden samengenomen totx =:n+k-nw v x=2n+k-x

€ a f(x)=sin?(2x) + sin(2x) cos(2x) =1 — 1 cos(4x) + ; sin(4x) geeft
F(x)= %x = % sin(4x) — ;—cos(4x) +c
b f(x)=cos(x) + cos?(1x) = cos(x) + 1 + L cos(x) = 11 cos(x) + 1 geeft F(x) = 11sin(x) +1x

¢ f(x)=4sin?(3x)cos*(ix) = (2sin(3x) cos(Lx)) = sin?(x) = 1 — L cos(2x) geeft
Fx)=1x—1sin(2x) +c¢

d f(x)=(1—2sin(x))? =1 — 4sin(x) + 4sin’(x) = | —4sin(x) + 2 — 2 cos(2x) = 3 — 4 sin(x) — 2 cos(2x) geeft
F(x)=3x +4cos(x) — sin(2x) + ¢
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@ a

F(x) = sin(x) — cos(x) + 2 geeft f'(x) = cos(x) + sin(x)

f(x) = 0 geeft cos(x) + sin(x) =0

cos(x) = -sin(x)
cos(x) = sin(x + m)
cos(x) = cos(x + )

x=x+imtk-2nvy=-x—jn+k2n
geen opl. 2x=—%rr+ k:2n
x=—£;rr +hk-n

f(1n) =sin(-1n) —cos(-1n) + 2 =- -1 2+2=0

it (—ZT[) =0en/f" (—;Jr) = (), dus de graﬁck van fraakt de x-as

/(G —p) =sin(jn—p) - cos(jn - p) + 2
= sm( :rt) cos(p) — cos( )sm(p) = (cos(_1 )cos(p) 25 sm( ]sm(p)) =+ VZ
= 32+ cos(p) = 3y2 - sin(p) — 32 cos(p) — 32 sin(p) + |2
=2 sin(p) + /2

f(am+p) =sin(3n+p) —cos(3m+p) + 2
=sin(1n)cos(p) + cos(in)sin(p) — (cos(ix)cos(p) — sin(in)sin(p)) + 2
= 32+ cos(p) + 312 sin(p) — 3y/2 - cos(p) +3 2 sin(p) + V2
= \/2-sin(p) + 2

fGm=p) +f(§a+p) =-yZsin(p) + 2 +2sin(p) + V2 =242

Dus de grafiek van f'is puntsymmetrisch in het punt (4111, \,5_).

f(3n—p) =sin(3m—p) = cos(im— p) + 2
= sin[in) cos(p) — cos(ix)sin(p) — (cos(3n) cos(p) + sin(2x) sin( p)) + 2

= $V2-cos(p) + 52 -sin(p) + 532 - cos(p) — 32 sin(p) + 2

= "5 cos(p) + ,f_

fGm+p) =sin(
= sin(3n) cos(p) + COb(dT[) sin(p) — (005[4 mt) cos( p) — am{4 ) sin(p)) + 2
= 3\2-cos(p) — 32+ sin(p) + ;v/2 - cos(p) + 32 sin(p) + 2

2-cos(p) + \32
fGr-p)=f(n+p)

Dus de lijn x = 37 is symmetrieas van de grafiek van f.

in+p)—cos(Gm+p) + 2
3
3

J(x) =2 cos?(x) + sin(2x) = 2 cosZ(x) — 1 + 1 + sin(2x) = cos(2x) + sin(2x) + 1
f(x) = cos(2x) + sin(2x) + | geeft ['(x) =-2sin(2x) + 2 cos(2x)
f'(x) =0 geeft -2sin(2x) + 2cos(2x) =0

2cos(2x) = 2sin(2x)

cos(2x) = sin(2x)

cos(2x) = cos(2x — L)

2x=2x—sn+tk2nv2x=-2x+yn+k-2n

geen opl. dx=1In+k 2n

x= %n +k- %1[

max. is f(in) =cos(n) +sin(in) +1=12+12+1=1+2
min. is f(3x) =cos(1in) +sin(lin) + 1=-1y2-12+1=1-2

Dus B,=[1-+2,1+2].
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b f(x)= g(x) geeft 2cos?(x) + sin(2x) = 2sin(2x)
2cos?(x) = sin(2x)
2cos’(x) = 2sin(x)cos(x)
2cos(x) =0 v cos(x) = sin(x)
cos(x) =0 v cos(x) = cos(x — ;—n)
x=sm+k-mvx=x—jin+k-2nvx=-x+in+k-2n
I=]?E+k‘i‘tv geen opl. v 2x=3n+k-2n
x=snm+tk'm vx=in+knm

xop[0,m]geeft x= mvx=;5m

oy = I(Z sin(2x) — (2 cos?(x) + sin(2x))) dx = :[(2 sin(2x) — (cos(2x) + sin(2x) + 1))dx
- T(Zsin(lt) ~ ¢0s(2x) = sin(2x) — 1)dx = E (sin(2x) - cos(2x) — 1)dx

1
T T

= [—%cos(ZxJ — 5 sin(2x) — x] "= -3 cos(m) — 3 sin(m) — 37 — (—% cos[%n) -3 Sin(%n) —1in)

=1 —0-ia+0+i+in=1-in
¢ Cis het midden van AB als g(p) = 5 f(p).
Dit geeft 2 sin(2p) = cos’(p) + 1 sin(2p)
14sin(2p) = cos’(p)
3sin(p)cos(p) = cos’(p)
cos(p) =0 v 3sin(p) = cos(p)

p=in+k2mv3- sin(p) =1
= cos( p)
vold. niet tan(p) =+

Bladzijde 244
@ a f(x)= 0 geeft 2sin’(x) + sin(x) =0
sin(x)(2sin(x)+ 1)=0
sin(x) = 0 v sin(x) = -
x=kmvx=—in+k2nvx=1in+k2n
x op [0, 2n] geeft de nulpunten 0,7, 2x, I3 men 127

P |

b O= f fx)dx = f (2 sin¥(x) + sin(x))dx = f (2sin?(x) — 1 + 1 + sin(x))dx
0 i 0

= f(—cos(Zx) +sin(x) + 1)dx = [—% sin(2x) — cos(x) + x ]:
0
=-%sin(2:-'t}— cos(m)+m— (—% sin(0) — cos(0) +O) =0—--1+n+0+1=2+m
¢ f(x)=2sin’(x) + sin(x) geeft £'(x) = 4 sin(x)cos(x) + cos(x)
F'(x) =0 geeft 4 sin(x)cos(x) + cos(x) =0
cos(x)(4sin(x) + 1) =0
cos(x) =0 v sin(x) =-1
x=invx=linvsin(x)=-;
x =in geeft f(x) = 2sin?(in) + sin(in) =2-1+1=3
x = 1imgeeft f(x) = 2sin?(Iix) + sin(lin) =2-1-1=1
sin(x) = —% geeft f(x)=2- (—}1)2 = } = —'g

f(x) = p heeft precies vier oplossingen voor —é <p<0v0D<p<l.
In
d De optie fnlnt (TT) afjdx (Casio) geeft lengte = ]‘ V1 + (4sin(x)cos(x) + cos(x))?dx = 11,07.
0
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QD a

b

3

2n-1,1

5

2r-1,]

v= 0,5 m/s, dus per seconde gedeelte van een cirkel, dus -2nrad/s = % rad/s.

y
19

3 : X
=t Q__/ ke

De omlooptijd is {—n = 4 4nseconde, dus op ¢ = 2,2z seconde bevindt de voorste koker (K,) zich
in (1,1; 0,8).
x=Llcos(7 (t—2.2n))
Dus .
y=0,8+1,1sin( (1 —2.2n))

De volgende koker (X,) loopt :—, cirkel achter op K, dus K, bevindt zich op
t=22n+ % 4 4m = 2%1: seconde in (1,1; 0,8).

. x=1,1cos(3 (t —21x))
us
y=0,8+1,1sin( (# — 2in))
Los op 0,8 + 1,1sin(¢) <0.
Voer in y, = 0,8 + 1,1sin(;; ).
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 8,703... en x = 12,031...
De koker blijft per omwenteling 12,031... —8,703... = 3,3 seconden onder water.

met ¢ in seconden en x en y in meter,

met / in seconden en x en y in meter.

u, en u, hebben dezelfde frequentie, dus ¢ = 880m.

Voer in y, = 0,05sin(880mx) + 0,1 sin(880mx — 0,4m).

De optie maximum geeft x = 0,00088 en y = 0,12.

De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 0,000313.

Dus 1, = 0,12 sin(880n(f — 0,000313)) = 0,12 sin(880ns — 0,87).

De periodes van u,, u, en u, zijn niet gelijk, dus u is niet te schrijven in de vorm u = bsin(ct — d),
dus de trilling 1s geen harmonische trilling.

2u, = 0,1sin(880mr) | u,=0,1sin(880mz — 0,4m) 1y = 0,2sin(884mr)

in [0, 2x] 880 periodes 880m periodes 884m periodes
in [0, ] 220 periodes 220 periodes 221 periodes

Dus de periode is § seconde.

Bladzijde 245
@ a P haalt @ in als de draaiingshoeken van P en Q gelijk zijn.

Dit geeft {5t =t+3n+k2n

1, 3 ;
1ol —231'[ Fki2R
{=6in+k-20n

Dus voor het eerst na 627 seconden.

b PO Z\/(SCOS(%I) ~ 5cos(z+2m))* + (5sin(1¢) — 5sin(s + 2m))?

Voerin y, = \/(SCOS(%:C) —5cos(x+3m))* + (5sin(tlx) — 55in(.r+ 2x))feny, =1.

Intersect geeft x = 18,940. ..
Dus na 18,94 seconden.
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¢ MinOals ge]dl dat het verschil van de draaiingshoeken van P en Q gelijk is aan .
Dit geeft 11— (t+32n) =n+k-2n

wt=1n+k-2n

t=16in+k-20n
Dus voor het eerst na 1651 seconden.

)=1(5cos(1) + Scos(z +2n))

W) =%(551n(|—n£) +5sin(t+2n))
x'() =1~ sin(LL¢) - 5sin(z +3n)
¥'(2) =13 cos(3e) + 5cos(t + i)

2= (' — 5sin(¢+ :11:)})2 (%(

OS
(L(-22sin(1 - 1627) - Ssin(162m +2n)))° + (1 (32cos (1} - 162m) + Scos(162m + 2x))) = 0,25

d De bewegingsvergelijkingen van M zijn

Dit geeft

)
)
v(f) = % 2>cos( i) + 5cos(t +3m)))

(_
v(le_%n) =y

Dus de snelheid waarmee M het punt O passeert is 0,25.

@ a y=0 geeft cos(3r) =
St=in+kn
t=1ln+k-in

t= %Egecﬁ het punt (é—, 0)
t = 5mgeeft het punt (-1, 0).
r=3mgeeft het punt (1,0).

x(1) = cos(27) x'(f) = -2sin(21) - :(—2sin£2r))
{ 3(6) = cos3r) £ T{ 501 =-3sinag =0 "= sginmn )

w5 (5)-(5)
#en=\ 3] (% 1)-(5) ()

(356 T

cos(p) = = Ry

( )‘ (1)‘ J10-10 10
V3

-3
Dus ¢ = 78°.
b x(f) =0 geeft cos(2t) =0
A=in+k-n
t=in+tkin

t = jmgeeft het punt (0,3 V2).
t = 3mgeeft het punt (0, %\E ).

2= 2
76 -(510) (i)

Stel k: y=ax+ b meta= =-2./2 en k door (0,%\5)-

Du‘-‘u"('),-‘=~i F-*c-i»]—\]_

¢ De baansnelheid is |v 11:)| l( 32 _0] )‘ = ‘(2)‘ =3
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d d(4,B)=1,dus 4 opdelijn y=1.

cos(31) =3

3r:%n+k-2n v 3r=—%n+k-2:r
t=dn+kinvi=-n+kin

top [0, x] geeﬁr=]§ﬁ,t=%nent=§n.

x(in) = cos(3m) =0,766..
x(3n) = cos(¥n) =0,173..

x(37) = cos(2m) =-0,939...
Dus p=-094 v p=0,17 v p=0,77.

v =0 geeft 2cos(2/)=0

cos(2r) =10
A=in+km
t=ym+kym
t =57 geeft het punt (15 v2,0).
x(f) =3 cos(t + ) i x'(#) =-3sin(¢ + 1n)
WO =2cos(2) B\ 3() =-4sin(20)
" ~3sin(z +1n)
D - 2
s ( ~4sin(21)

-3 '_%Vﬁ |]—\.§
;’(1411:)=( e ): ( -
-4
tan(p) = ﬁ geeftp =-62,061 .

2
Dus de hoek waaronder de baan de positieve x-as snijdt is ongeveer 62,1°,

[V(Un) | = [(13V2F + 472 = 4 + 16 = V2 =1V82
Dus de baansnelheid waarmee P de positieve x-as passeert is ;/82.
x =0 geeft 3cos(t+1n) =0
t+in=In+k-n
t=k-m
t =0 geefty = 2, dus de baan snijdt de y-as in het punt (0, 2).
Dus de vergelijking van de parabool is van de vorm y = ax? + 2.

y=ax?+2 i
J I
f:%ngeefthetpunt(q,-z)}ga(::l 2==2
=
8="3

Dus y=-3x2+2.

Substitutie van x = 3cos(¢ eny = 2cos(2t)iny = -5x* + 2 geeft

+1n)
2cos(2r)——— (3cos(z+1m)) +2
] +2

2cos(2t) =5 9((:05(! +1m)
2 cos(2) = —4(5111({ + 11:))3
cos(2f) = -2(-sin(#))2 + 1
cos(2{) = 1 — 2sin?(1)

En dit klopt voor elke ¢, dus de baan van P is een deel van de parabool y = -5x* + 2.

5 (3cos(.r - %n))

P =N 2c0s(20)
— o [ -2cos(2t)
FO=p.= (3008(r+ %n))

q=p+tp.=

S aw g (3 cos(.t + %n)) N ( -2cos(21) ) B (3cos(r +%n) == ZCOS(ZI))

2cos(21) 3cos(z+1n)) \2cos(2t) + 3cos(t +1n)

= Loy —
Dus de bewegingsvergelijkingen van Q zijn { Yo~ 3cos(t +57) ~2cos(20)
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e O op de y-as geeft x,= 0 ¥

3cos(t+in) — 2cos(21) =0 5
3cos(t+ m) = 2 cos(2¢)
Voer in y, = 3cos(x + 1n) eny, = 2cos(2x).
Intersect geeft onder andere x = -0,439... - =
Dus ¢ = -0,439... en dit geeft P(1,276...;1,276...). !
O(OPOR)=0OP?=1,276...> +1,276...2 = 3,26. :1 _—
11,276...
|
8] 1,276... 5
K Voortgezette integraalrekening
Bladzijde 246 ;
x+2 x—2+4 ;(2x—4) 4
F)= [—"—dx=[5—""ax= [| 2 + d
© = A fx2~4.r+8 fx2—4x+8 f(x2—4x+8 x2~4x+8)r
1. |
5(2x —4) 4 7(2x—4) 1
= + dx: + d..
f(‘2—4x+8 {x—2)2—4+8) f(x2—4x+8 (Ga-2p+1)"
2(2"—4) I _ ierasi O
—f PR (: P dx =+In(x? — 4x + 8) + 2arctan(dx— 1) + ¢
b F(.r)=J3x~bm(_r3]dx— jSIn(x3)dX3=—COS(I3)+c
¢ Flx)= fcos{x)-{l+sin(x)dx= j YT+ sin(x)dsin(x) = J T du= f(l + 1)t du
:%(l +u)';' +c:%(1 +u)- Y1 +u +u+c—4{] +sin(x))* 31 + sin(x) + ¢
d Fx)= [(x+4)-cos2x)dx= [(2x+4)d]sin2x) = @ +4)-Jsin(20) ~ [1sin@r)d(2x +4)
=(x+2)sin(2x) — fsm(lx}dx (x+2)sin(2x) + cos(2x)+c
2x + 1 2x 3
F(x)= + d 16—x)+ | —F—d
bl 'f (\-’16—.1:2 V16 — x) f e f\!l-(i‘x) '
=I—L_du+arcsmux) 2\u+ arcsin(!;.vc)+c=—2\.fl6—x2+arcsin(%x)+c
_ 2x+4 -1 DS T . S TR 1) s I . . vy S
f F(x)= fﬁ ﬁd( 2 —dx 3)—f\mdu— 2Jute=-2y-—4x—3+c
7 2+ 7 2 +7 A B _Ax+4+Bx+2) (A+Bn+44+28
x —1 —4 — — —
g +ex+8 (x+D(x+4) x+2 x+4 (x+2)x+4) (x+D(x+4)
A+B=2 |2 —_ 2A4+2B=4
4A+ZB=7|1 44+28=T7
24=-3
A=13
e 2}1 3 +B=2
[l E
f@)=" ~2 i4gcenf(x)=15—|n\x+2\+211n\x+4\+c

@ a f(x)=4sin’(x) cos(x) geeft
£'(x) = 8sin(x) - cos(x) - cos(x) + 431112(1:) -sin(x) = &sin(x)cos*(x) — 4sin*(x)
F(x) = 0 geeft 4sin’(x) cos(x) =
sin(x) =0 v Cos(x) =0
x=0vx=nvzx=2nv x=%7rv.r= li—,:r
f(m)=8-0-(-12=4-0=0
Dus de grafiek raakt de x-as in (m, 0).
b Stelk: y=ax+bmeta=f'(3n)=8-1-0-4-1=-4.

y=-4x+b } a4
1w 1 Bt b=l
f(zn_) 0,dus 4 (31'[, 0) b=

Dus de raaklijn is 1y =-4x + 2m.
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c O(V)= f4 sin?(x)cos(x) dx = f 4 sin®(x)d sin(x) = [ sin®(x) | ‘1-%0=13

d Voer in y, = /1 + (8sin(x) cos*(x) — 451n3(x})*
De optie fnlnt (TI) of fdx (Casio) geeft Iyi dx=3,576...
0

De omtrek = 3.576... + %TIZ = 5,15.

v R 2x
Vi = :
@ a Voerin f(x) 24
y
|
|
|
|
: y=ax
: X
l
|
|
|
i
X=-2 x=2 y=ax
{r——4) 2-2x2x _2*-8-4x _ -2x"-—8
= t.[ f
flx) = 4gee f'x)= —4) (x2 — 4y (12_4}2
f0)="5=4
- 4) - _
De lijn y = ax snijdt de grafiek van fin precies drie punten voor a <-3 v a>0.
N2 X =g
b f(‘x}_ 2_4 3
2x?—-8=6x
2x2—-6x—8=0
x*=3x—4=0

(x+Dx—4)=0
x=-1vx=4
¥

wira

=V

oY=

O{V)=f(_%— 2 )dx=[‘%x—ln|x2—4|]i=0—ln(4]—(--% In(3)) = - -In(4) +% +In(3) =% +In(3)
-1

a4 10x
@ a fix)= 2+ geeft

(x2+1)-(3x2+10) — (x* + 10x) - 2x _ 31054 3 10~2b—~ 0

_x 4 —T7x2+ 10

j"{x) . (x‘_ I 1)2 (\‘_ I 1}2

F'(x)=0geeftx*—7x?+10=0
(x*=2)x*-5)=0
x*=2vaxt=5
x=\2vx=-2vi=\5vx=-\5
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(2P +10-42 22+102 122 -

2) = =42
SV == ap TS I T
-42) - (V2P +10--2 _2\2- 10\£§=—12\E=_4 =
v (2F+1 2+1 3 v
1(5) = 5y +10-4/5 _5\V53+10y5 155 _ 23
- (5P +1 5+1 6 :
He45) = (3P +10--\5 _-5(5-10V5 _-15(5 _ L3
¥ (3P +1 5+1 6 .
De toppen zijn (- 5.2 J5), (— J2,-4\2), (\;’5,2% J3)en (v2,42).
Stel de formule van de raaklijn is y=ax + bmeta=/"(1)= % =

y:x-l-b —zl
fm=%=5%,dus«4(1,5%)};,:ﬁl 2

Dus de formule van de raaklijn is y=x + 4.

f(x) = p heeft precies één oplossing voor p < -4y2 v -21\/5<p<2L\/5v p>4./2.
2+ 11 a%+ 10x 5 ” .
2+ x
Ox
9x
el

Jx)=x +

+ 1 x2+1

3 3 3
o) = ff(-")‘ixz f(xﬂu r;}x )dx= f(x+4§—.— % )dx= [132+ 4} In(x? + l)}:
0 0 ’ 0

=43 +431In(10) — 0 =43 +451n(10)

fG) = (2x% +x — 1)e* geeft f'(x) = (dx+ 1)e* + (2x2 +x — 1)e* = (2x + 5x)e*
F(x) =0 geeft (2x2 + 5x)e* =0

23+ 5x=0
x2x+35)=0
.r=0vx=-2%
¥
f
/T\ "
Ny
3 9 9
0)=-Tenfl-2;) =06 %=—=
RO =-Tenfl-2) =9e%i= =5

Dus de toppen zijn (0, -1) en (—2%, z 1 r—).
(SN
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b f(x)=0geeft (2x*+x—1)e*=0

2xT+x—1=0
D=11-4-2--1=9
s o __—1—3__]

J@@+x-Dedr= [@R+x-Dde= @R +x- e~ [ed@P +x-1)=
@2 +x— et~ [(@x+Devdr= 26 +x~e'~ [(4x+1)der =

(26 +x= et = (x+ e+ [ed@ct 1)= Qe +x- e~ (x+ e+ [4erdr=
(2x% +x —Il)e"' —(4x+ 1)e* +4e* = (2x* —3x + 2)e*

o) = -j"f(x)dx= -[@x2- 3x+2)e-‘];__l =—(l-U+2)er+2+3+2)e!=-er+7e!= %—\/E
-1

B

| 7 r 2 - 7 (o

c —ff(x}dx:%(e—— \;’E) geeft -[(2x? —3x +2)e ]pl = -1e
1

@ -3p+2ert I-L -1
-(2p? 3p+2)e!’——%-—%\@
@p2=3p+2)er =L+ 1\

Voer in y, = (2x> —3x +2)e*en y, = 270+ Je.

Intersect geeft x = -0,1130...
Dus p = -0,1 13

d booglengte = f\ﬁl +(f'(x))2dx = f\, 1+ (2x2 + 5x)%e?dx

=1
I

De optie fnlnt (TT) of fclx (Casio) geeft I\,f"l + (2x% + 5x)te2rdx = 2,6169...
-1
Dus omtrek(}) = 115 +2,6169... ~ 4,117,
Bladzijde 247
D a Fv- fx-‘ln(,x)dx: fln(x)d(ix ) =1x4In(x) - f‘ wdin(x) = LxtIn(x) - f‘ 4. 1,
=1y4In(x) - fﬁx-‘dx =ix*In(x) — x* +c
b Flx)= f xIn(x¥)dx = f 3xIn(x)dx = f 3In(x)dLa? = 3In(x) - ba? - f 1x2d31n(x)

= 12 ; = 2 e 3.2
= 1%x21n(x)—f§x Sde= 13x% In(x) — fl Ixde = 1%In(x) - 322 + ¢

¢ Fx)= f.x"ln(x)dx=f|n(x}dn+ [x”‘ ! =ﬁx"'lln(x)-fnl IJc”']dln(x)
£ 1 n+l P 1 u‘l.l — 1 ntl 2 ! "
i1t In(x) fﬂ_Hx xdx e In(x) fﬁ+1xdx
—, | n+1 _ ;+l+
e In(x) n +1)r’ ¢

d Uit c volgt f xIn()dx = LxIn(x) — 1 +c.
FE (x)= f xIn(x")dx = f mx In(x)dx = 1mx?In(x) — ;mx® + ¢
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@ a f(x)=2Inx) - 2In(x)
fi(x) =0 geeft 21n’(x) — 21n(x) = 0
2In(x)(In(x)—1)=0
In(x)=0 v In(x)=1
x=lvx=e

d

f 2 1n2(x) dx = 2x In%(x) — f 2xd In2(x) = 2x1n2(x) — f 2x- 21In(x) - é dx = 2x1m(x) — f 41n(x)dx
= 2xIn*(x) — 4(xIn(x) — x) + ¢ = 2xIn*(x) — dxIn(x) + 4x + ¢

f 2In(x)dx = 2(xIn(x) — x) = 2xIn(x) — 2x

ffl(x)dx = I{Z In’(x) — 2In(x))dx = [2x 1r(x) — 4xIn(x) + 4x — (2x In(x) — 2x) ||

=[2xIn’(x) — 6xIn(x) + 6x] =2¢ —6e +6e —(0—0+6)=2¢ — 6
1

De oppervlakte is ~(2e — 6) =6 — 2e.
b f(x) =0 geeft 21n*(x) — 2pIn(x) = 0
2In(x)(In(x) —p)=0
In(x)=0 v In(x)=p
x=1vx=ef
Uit a volgt F (x) = 2x1In%(x) — 4xIn(x) + 4x — 2pxIn(x) + 2px + ¢

f fx)dx = [2x10P(x) — dxIn(x) + 4x — 2pxln(x) + 2px];
1

=2eP p>—4deP-p+derf —2pef-p+2peP—(0—-0+4-0+2p)
=2ple? —4peP +4eP —2pleP +2peP —4—2p=-2pe? +4eP—4—-2p=(4—2p)e? —4—2p
JAx) £0voor 1 <x<e”,dusopp = (2p —4)e’ +2p +4.
opp=38 geeft 2p —4)e? +2p+4=8
(2p—4)e? +2p—4=0
2p—4)e? +1)=0
2p—4=0ve’+1=0
2p=4 geen opl.
p=2
Dus voor p=2.

@ a flx)=x+e*geeft f'(x)=1—-¢"
flx)=0geeftl —e™*=0
gr=]
-=x=0
x=0
¥

min. is f(0) = 1
B,=[1.-)
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p
b O(V,) =6 geeft f(x+c’f)dx=6

Dus p=1In(3 +
0

3PP~ 6P —yp* +eP =6
eP—6—ef=0

(e?) —6e”’—1=0
Stele” = u.
w—6u—1=0
D=(-6-4-1--1=40
6+210 6—2410
==
2 2

= 3+\,IOVH_3 \.llﬂ'
e?=3+10 v er=3—-10
2=1In(3+/10) geen opl.

\f 10).

0

[
¢ I=n [(f@Pdc=n [(x+ePdr=n [ (2 +2ve* +e?)dx

=] = =i
f?xe’-‘tlr=fod—e‘"=—2xe“+ [erdax=-2xer+ [207de=-2xe" 267 +¢
|{] =n(0-0-2-1)—n(-} +2e —2¢ - L¢?)
1

I=1t[

= 2weF—=2¢"—5¢

g2

=a(2) +1+1e) = (1~ 2D)n

@ a Fn)= f o
b Fx)=
F'(x)

fl+e‘ _fl

(ax? + bx? + cx + d) e geeft
= (Bax?+2bx +c)eX + (ax®> + bx? +cx + d) - 2e*

= (3ax? + 2bx + c)e¥* + (2ax® + 2bx? + 2cx + 2d ) e
(2ax® + (3a + 2b)x? + (2b + 2c)x + ¢ + 2d)e*

2a=1

a

F'(x) = f(x) geeft a5 2h=1 en dit geeft 2
2b+ 2=~ a
c+2d=2 d

Hieruit volgt a = l,b =-3 ¢=-dend= l‘

Dus F(x) = (3x* —3x2 - 4x+]‘3el‘+':

o, )= fln{sin(x))

cos*(x)

= tan(x) - In(sin(x)) — f tan(x) -

()

—

| bj—

Rk
| b= aj—

\r)—

2

|
=)

b=

(5}

-:—fdu:—In‘ﬂ +e=-In(l +e7)+c¢

- cos(x)dx = tan(x) - In(sin(x)) — f

= tan(x) - In(sin(x)) — rldx = tan(x) - In(sin(x)) — x + ¢

d f fl—xzdr"x\“’l—r“fxd\“—rz—x\/l—r—f ﬁdx—xvm f
=x\;w—f

=xy1—x*— f /1 — x%dx + arcsin(x)

& Noordhoff Uitgevers by

-

2
#dx:x\;] — X

=l

dx= fln(sin(x}}dtan(x) = tan(x) - In(sin(x)) — ftan(x}dln(sin(x)}

N

sin(x) )

cos(x) sin(x)

L cos(x)dx
f1— rz
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Dus I'\;] —2dx=xy1—x2— f\fl — x2dx + arcsin(x)
ZI\;I —x2dx = x\/1 — x2 + arcsin(x)

f [1=x2dx =1x1 -2 + larcsin(x)

Fx)=3x1- r2+2arcsm{,\) + e
e yxt+tl16=ugeeftx=u>-16

x+ 16
N Y, _ L
F(“]_f X dx_fuﬁ—m
32
—f(2+“2_16)du

g g u - 2u? 2wt —32+32
a6 —16)= [ 2udu= [ cdu= [T m

32 _ 32 A i B _A(u—4)+B(u+4)_(A+B}u—4A+4B
=16 W+d)u—-=4) u+d u-4  (u+d)u-4) (u + 4)(u — 4)
A+B=0 1 Sisfy A+B=0
-44+4B=32 || & A+B=8

2B8= 8

B=4

A+B- 0}A+4 g

-4
F(x]=f(2— & o )du—2u—4in|u+4|+4ln|u 4| +¢
utd u—4

=2Jx + 16 —4In|Jx F 16 +4| +4In|x+ 16 -4 +¢

Bladzijde 248
@ x=1lgeefir-4=11
2=15
t=+15 vi=-15
Het vlakdeel wordt in negatieve richting omlopen
t=,/15 t=+15

f ydy = f 7 In(t + 4) d(1? —4}—f2r21n(r+4)dr

[=- \_15 r=—\13 \Iﬁ

J15

De optie fnlnt (TI) of f dx (Casio) geeft f 222 In(x + 4)dx = 67,63...
! \,'Iﬁ

Dus de oppervlakte van het omsloten vlakdeel is 67.,6.

@ a y=0 geeft 2sin(nr) =0

sin(mt) =0

m=km

t=k
t=-1geeft x=4-(-1)2=4
t=0geeftx=0
t=1geeftx=4

t=1 geeﬁ het punt(1,2), dus de kromme wordt linksom omlopen

t=1

oV = fydx bem(m)dmz—stm(nf) 8rdr = f]é:sm(nr)dr— f 16¢- -—dcos(m)

r=-1 1=-1

= f —du)s(m) [—— cos(m}] f CD‘-‘(‘.I'If)d"—
= I:—% cos(:rr):l_! - f—l—; cos(mf)dt = [—%-cos(m):l_l + [1—; ;—Si"(i'ﬁ)]_l1
1

1
= I:—E - cos(mr) + % . Sin{itf):l -, cos(m) + ﬁ - sin(m) — (E - cos(-m) + g . sin(—n:))
T b8 1 T e T T

=E+(}—(—E+O)=£
T T n

210 Gemengde opgaven © Noordhoff Uitgevers by



= =1 1
b ;(L)=nfyﬁdxm:fa,sinz(m}dmz =n'] 4(1 — L cos(2mt)) -3;dr=n_[’(16r— 16¢cos(2nt))dt

=0 =0 0 0

—nflbfdi-ﬂflﬁfcos(Znt)d! (8]} "th 16¢- —dsm(2m)

. 8t
- o | ey . e,
[ 82 f —dsin(2nt) = [8nt J Tt[ 5m(2m}] +7 fosm{Zm)d -
1
= [8n2], — [8sin2m)], +n f %sin(2m) dr
= [8nr® — E?,rsin(zm'},]E + ;1;|:i 'DL"COS(ETE!}][ = [81[!3 — &tsin(27f) — .? ‘05{2:rtr):|1
- 0 T 2 o ' 2y 0

=8R—U—i—(0—0—ﬁ)=8ﬂ'
s T

@ a x(r) =0 geeft 4sin(r) =0
t=km
t = smgeeft het punt(4,4) ent =y geeft het punt (2v2,242 - 2).
Dus ¥ wordt in positieve richting omlopen.
=0 =

or)= fydx f{4sm(r) 2sin(21)) d 4sin(1) = f(4sm{!) 4sin(r)cos(r)) -4 cos(7)dr

U] 0

f (16sin(r)cos(r) — 16sin(f)cos (7)) df = f 16 sin(f)cos(1)ds — f 16sin(f)cos2(7)dr

t=10
= f sin(2)dt + [ 16c05(1) deos(t) = [-4cos@) [0 + +[steos(0)]]

t=a

——4cos(0) +4cos(2m) + 5teos’(0) — Sicos¥(m) =-4 +4+ 5L 1P - 5L (-1 =102

b xis maximaal 4 voort = %

y
t=in
V
— x
I(L)=1t:fl 2dx - ﬂr]:nyzdxu f Ed.x+'ﬂ:rf]v2dx nj[l 2dx
s F iy 5

=0
f(ﬁlsm(.f) 2sin(24))*d 4sin(¢) = :r[f(451n{£) 2sin(20))? - dcos(?)dt

r=x

De optie fnnt (TT) of fdx (Casio) geeft /(L) = nf(4sin(x} — 28in(2x))? - 4 cos(x)dx = 157.91.
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